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ВВЕДЕНГЕ. 


1. Первые зачатки примвнешя алгебры къ рёвеню геометриче- 
скихъ вопросовъ мы находимъ у одного изъ творцовъ современной 
алгебры, французскаго математика ЕВ1ета (У! 1540—1603). 

Въ своемъ сочинени „Введене къ искусству аналитики“, издан- 
номъ въ 1591 году, Вютъ занимается построешемъ корней уравненй 
2-й и 3-й степени, затъмъ старается свести рышене н®которыхъ гео- 
‘метрическихъ вопросовъ къ рышенно подобныхь уравнешй и, такимъ 
образомъ, впервые устанавливаеть связь между геометрей и алгеброй. 

Истиннымъ творцомъ новой геометр4и является генальный фран- 
цузсый философъ и математикъ Декартъ (езсалез 1596—1650). 

Въ своей знаменитой „Геометрии“, появившейся въ 1637 году, 
Декартъ устанавлизаетъ принципы новой математической дисциплины, 
носящей назване аналитической или координатной геометрии. 


ЦФль этой геометр!и заключается въ изслЪловаши при помощи 
алгебраическаго анализа геометрическихь фигуръ въ зависимости отъ 
того закона, которому онф слфдуютъ въ своемъ образован. 

Замфтимъ, что возможность примфненя анализа къ геометри 
основывается на слЪдующихъ двухъ постулатахъ: 

1. Постулать Архимеда. Если даны два отрезка, то повториву 
ъменьшЙ изь нихб слагаемымь нькоторое число ‘разз, получимь отр- 
зок, превосходящий больший изз данныхь отрьзкове. 

2. Постулать Георга Кантора. Всякому отрезку соотвьтствуеть 
нькоторое опредъленное число, называемое длиной этого отртзка въ 
опредъленныхь единицахь, и, наоборотз, всякому числу соотвютствуеть 
нъкоторый опредьленный отрьзокв, длина котораго, выраженная в5 
опредъленных единицахь, ‘равна этому числу. 
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2. Сущность метода Декарта заключается въ слвдующемъ. 

Пусть въ плоскости дана нфкоторая кривая С; проведемъ въ той же 
плоскости произвольную прямую х’х (чер. 1), на которой возьмемъ 
нЪкоторую точку О. Условимся обозначать отрЪзки, откладываемые 
на прямой хх отъ точки О въ одномъ какомъ-либо опредфленномъ 
направлении (положимъ на нашемъ чертежЪ вправо} положительными 
числами, равными длинамъ этихъ отрВзковъ; что касается отрЪзковъ, 


черт, 1. 


откладываемыхь отъ точки О въ противоположномъ направлени, то 
ихъ условимся обозначать отрицательными числами, абсолютныя зна- 
чен!я которыхъ равны длинамъ этихъ отрфзковъ. Выберемъ произ- 
вольно рядъ чиселъ, положительныхъ или отрицательныхъ: х, Хх» 
х:, . -Хи. Этимъ числамъ будеть соотвфтствовать рядъ отрЪзковъ: 
Оо, Оа.. Оа,. . .Оа», отложенныхь на прямой отъ точки О въ 
опредьленную сторону, въ зависимости отъ знака соотвфтствующаго 
числа х; концы этихъ отрЪзковъ обозначимъ черезъь а, а», @,, . а». 

Черезъ точки @, а, а». . .@, проведемъ рядъ прямыхъ парал- 
лельныхъ н5которой произвольно выбранной прямой р’р, пересфкаю- 
щейся съ прямой х'’х. Отрфзки этихъ прямыхъ между прямой Хх и 
кривой С обозначимъ числами у, у». . .Ун, Ппричемъ если точка 
кривой С находится надъ прямой хх, то соотвЪтствующий отрфзокъ 
будемъ обозначать положительнымъ числомъ, равиымъ длинф этого 
отрЪзка; если же точка кривой находится ниже прямой х'’х, то от- 
рЪзокъ будемъ выражать отрицательнымъ числомъ, абсолютное зна- 
чен{е котораго равно длинф этого отрёзка. Легко видЪть, что каждому 
значению числа х будетъь соотвЪтствовать одно или нЪсколько опре- 
двВленныхь значенй числа у, причемъ съ измфнешемъ числа’ х 
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будуть измфняться и соотвЪтственныя числа у, подчиняясь нфкоторому 
опредзленному закону. Этотъ законъ измфненя чиселъ у въ зависи- 
мости оть чисель х будетъь намъ извфстенъ, если мы будемъ знать 
законъ образоваыя кривой С. Если законъ образованя кривой С 
намъ неизвъстенъ, то останется неизвфстной и зависимость чиселъ у 
отъ чиселъ х, хотя мы должны допустить а риомМ существован!е такой 
зависимости. 

Если съ измёнешемъ нЪкоторой величины х булетъ измЪняться 
и другая величина у, то мы будемъ говорить, что у есть функшя 
отъ х, и будемъ обозначать это символически однимъ изъ ‘равенствъ 


= (=), у = Ри), у == (а), ... 


гдЪ подъ |, РЁ, $,. . . подразумъвается рядъ извЪстныхь намъ Или 
неизвфстныхь операцй, при помощи которыхъ по данному значеню 
величины х находится соотвфтственная величина у. Въ общемъ случаЪ 
зависимость между двумй величинами х и у выражается въ видЪ нЪко- 
тораго уравненя 


Е (2, у) 


глЪ Е-символъ ряда операщв. 

° Уравнеше, существующее между числами х и у, соотвфтствую- 
щими въ методЪ Декарта различнымъ точкамъ кривой, будемъ назы- 
вать уравненемь этой кривой. 

Если законъ образованя кривой намъ извфстенъ, то, вообще говоря, 
извЪстно будетъ намъ и ея уравнеше. 

Такимъ образомъ помощью метода Декарта мы отъ геометрическаго 
образа—кривой переходимъ къ аналитическому образу—уравнено. Не- 
трудно показать, что, наоборотъ, каждому уравненйо, связывающему 
длины отрфзковъ х и у будетъ, вообще, соотвЪтствовать н%»которая 
кривая. Это мы покажемъ дальне, а пока отм$тимъ еще разъ, что 
методь Декарта сводить изучене свойств нюкоторой геометрической 
фигуры къ изучено свойств уравненйя, тьсно связаннаго съ этой 
фигурой. 


ГЛАВА 1. 


Объ отр$5зкахъ. 


3. Пусть имвемь нФкоторую прямую хх (чер. 2), на которой 
расположены точки а,а,а»а, . . . Будемъ обозначать черезъ (аа,} 
отрфзокъ, описанный точкой при движений оть точки а, которую 


= 
вх 
черт. 3. 


назовемъ началом отрЪзка, къ точкЪ @1, которую назовемъ его хонцоме. 

Подъ направлещелмь отръзка будемъ подразумфвать направлеше 
оть его начала кз его концу. При такомъ обозначени направленше 
отрЬзка (414.) будетъ оть точки а: къ точкЪ а. 

Выберемъ на прямой хх произвольное направлене, напр., на 
нашемъ чертеж вправо, за положительное. Такую прямую съ опре- 
дЪленнымъ направлен!емъ назовемъ основаемь отрезков или, просто, - 
основащеме. 

Со всякимъ отрЪзкомъ, лежащимъ на такомъ основани, свяжемъ 
опредфленное число, называемое мерой этого отрЪзка. Именно, если 
направлен отрЪзка совпадаеть съ положительнымъ направленшемъ 
основан!я, то за мфру его примемъ положительное число, равное длянЪ 
отрфзка при н—которомъ выбранномъ маснитабЪ; если же направлен 
отрзка противоположно направленно основаня, то за мфру его примемъ , 
отрицательное число, равное по абсолютной величинф длин этого 
отрЪзка при н»которомъ выбранномъ маснитабЪ. МЪФру какого либо 
отрЪзка (АВ) будемъ всегда обозначать черезъ АВ, а длину его черезъ АВ. 
Такимъ образомъ, символь АВ всегда представляеть положительное 
число или нуль (послЪднее въ случаЪ, когда точки А иВ совпадаютъ). 
КромЪ того, если направлеше отрфзка (АВ) совпадаеть съ направле- 
немъ его основан то мфра АВ=АВ, если же оно ему противоположно, 
то АВя= 


Для отрфзковъ на черт. 2-мъ имфемъ 


а о; @-бь == 05; @.0; == — би; буд, == -— ву 


4. Согласно съ даннымъ усломемъ, гдБ бы на прямой хх ни 
выбраны были точки а, И аи между мЪфрами отр5зковъ (@0:) и (а1а.) 
будетъ всегда существовать тождество 


аа ааа —=0 „еее. (Ш 


Маёбусъ (МбЫшз) и Шаль (Свазез) обобщили послфднее тожде- 
ство и доказали такую общую теорему: 


Теорема МЕбуса-Шаля. Если на какой либо прямой хх, на которой 
выбрано опредъленное направлеше, имтемь п - 1 как ‘угодно 'располо- 
женныхь точекь @, в, @,,. „аи, образующихв п-- 1 отрьзковё(ауа,), 
(@:а;), (аа), . . (аи ет), (ав @5), причемь начало камедаго отрезка, 
за исключещемь перваго, совпадаеть съ концомь предыдущего, а конец 
посльдняго сз началомь перваго, то итры этихз отризковь 'удовле- 
творяють тождеству 


аа, - ааа, + аа, .. . ава, рава =0 .... `(2) 


Для двухъ точекъ тождество 1} и представляеть тождество 
Мабтуса-Шаля. Мы докажемъ теперь справедливость тождества Мёб1уса 
1Наля для трехъ точекъ, а затьмъ для доказательства общей теоремы 
воспользуемся методомъ перехода отъ п къ я-|- 1. 

Если на прямой х'х имфемъ 3 точки @,@, а» то онз образують 
три отрфзка (а@,), (а,а,) и (ав), расположенные такъ, что начало 
2-го совпадаеть съ концомъ 1-го, начало З-го съ концомъ 2-го, а 
конець 3-го съ началомъ 1-го. Покажемъ, что при любомъ порядкЪ 
этихъ точекъ получимъ тождество МёбГуса-Шаля; 


ана, ав =0, 8) 


Въ самомъ дЬлЪ, 3 точки а, @; и а. могуть быть расположены 
ВЪ ОДнОМЪ изъ слёдующихъ 6 порядковъ (считая слфва направо): 


1) в, а, а, 3) 2, а» аз 5) а,, в, а; 
2) ви, а», а, 4) 1, аз, а 6) а, а, а. 


Выберемъ на прямой х'х опрелфленное направлеше (указанное 
стрфлкой) за положительное и разсмотримъ нкоторые случаи, напр. 
из). 


черт. 3. 


Случай 1). Изъ чертежа 3 видно, что 
а Е аа» — ща, 


прибавимъ къ обфимъ частямъ по аа» тогда получимъ 


ча, + ауд: + азао = аз - ааа 
но по равенству (1) 
ау ава, — 0, 
слЪдовательно, 
аа, аа, {- аа, = 0. 
ЫЪЖЖж—— 
ха а. а. х 


черт. 4. 


Слунай 3}. Изъ черт, 4 видно, что а.а, -- аа» = аа, прибавимъ 
къ обфимъ частямъ па 
аа, аа, 
тогда получимъ 
аа, -- ава, -Ё ана, -+ аз, == ааа, - аа, -| або, 
Но по равенству (1) 


а 


ах + абь аи = 0. 

Точно такъ же доказывается теорема и въ остальныхъ случаяхъ. 
Допустимъ теперь, что для точекъ @.. а,, . . а, образующихь 

отрзки (а,а,), (ала»),. . (аи, а-и4), (аа), иметь мЪсто тождество 

Мабтуса Шаля такъ, что 


=0, виа, - 


слЪдовательно, 


до: аа. о ан 0... 
Возьмемъ на прямой хх какую либо (п-|р 1)-ую точку аи и на- 
пишемъ тождество Мёб1уса-Шаля для трехъ точекъ а, а„_.@„. Оно 


будеть такого вида; 
ара, Г аа в -- а, 


челн. ©) 


Складывая (4) и (5), получимъ 
ау; +- а... базана -Ё- @н--1 бо бу + Ч, ав аи в 0; 
но на основани тождества (1) сумма а»: а, -- @а„, равна нулю, 
а тогда послфднее тождество прелставитъ тождество Мёб:уса-Шаля 


для п -- 1 точекъ. 

Такимъ образомъ, нана теорема доказана. 

5. ЗамЪтимъ, что тождеству Мёбгуса-Шаля можно дать нФсколько 
иную форму, а именно, прибавляя къ обЪфимъ частямь тождества по 


а, @„, получимъ 


аа, = аа, аа, . нала с. т 6) 
Послфднее тождество наводитЪ на мысль назвать отрфзокъ (а@„) 
суммой отрЪзковъ (а,а)), (а,а.),. .. (@,— а»). 


Такимъ образомъ, если пмтемь ‘ряде отрю3Зковь (а), (ааа.),. . 
(@„—1@„), обладающихь тьмь свойствомь, что начало каждаго изь 
нихь, за исключещемь, конечно, перваго, совпадаеть с5 концомь пре- 
дыдущаго, то ‘условимся называть геометрической суммой этихь 
отрезков отрезокь (аа), начало котораго совпадаеть сё началомь 
перваго отрьзка, а конець съ концомь посльдняго; отрезки (ва, 


(@,а.),. .. (а. а), назовемь слагающими отрьзками. То обстоятель- 
ство, что отрЪзокъ (иза„) есть геометрическая сумма отрёзковъ (аа), 
{а,),..., (ав —@,} условимся обозначать такъ; 


(ваь) == (аа, ) -- (а). - К (@,_,а,) 

Въ разсмотрВнномъ нами случаВ всВ отрЪзки лежали на одной 
прямой и притомъ обладали еще опредфленнымъ свойствомъ. Поста- 
раемся обобщить понят о сумм отрЪ»зковъ. 

$. Прежде, однако, условимся, каше отрЪзки считать равными. 


Замвтимъ, предварительно что два основашя будемъ называть 
параллельными тогда, когда они будуть параллельны въ томъ смыслЪ, 
какъ это понимается въ элементарной геометр}и, и кром того будуть 
имфть одинаковое направленге. 
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Равными отрфзками мы будемъ считать отр®зки, равные по длин 
расположенные на.параллельныхъ основавяхъ и имфюице одинаковое 
направлен{е. Такимъ образомъ, (АВ) и (аб) (черт. 5) равны между 
собою, отрфаки же (СР) и (4) не равны, ибо, хотя они и равны по 
длинЪ и лежатъ на параллельныхь прямыхъ, но направлены въ про- 
тивоположныя стороны. Замфтимъ, что изъ нашего опредфзлене равен- 
ства вытекаетъ, что равнымъ отражать соотвфтствуютъ и равныя 
мЪры но не наоборотъ. 

Въ послфднемъ можно убфдиться хотя бы на такомъ примфрЪ: 
если-бы основан я, на которыхъ лежать отрЪзки (СР} и (46) (черт. 5) 
были направлены въ противоположныя стороны то тогда мфры СР и 
4 были бы равны въ то время какъ, соотвётствующе имъ отрфзки 
не были бы равны. 

Давши опредвлене равенства отрзковъ, обобщимъ теперь по- 
няпе о суммЪ ихъ. 

Обратимся сперва къ отрЪзкамъ, лежащимъ на одной прямой. 
Пусть на прямой хх (черт. 6), имфющей опредзленное направлен т. е, 
представляющей основане отрфзковъ, имфемъ л отрЪзковъ (АВ}, 
(СБ) (ЕЁ). 


о 
А В ОСРЩа а Ч, х 
черт. 6. 


По нашему опредфленло равенства отрфзковъ мы можемъ каждый 
отр8зокъ передвигать вдоль основан!я, на которомъ онъ лежитъ; поэтому 


систему какихъ угодно отрзковъ (АВ), (СР (ЕЁ),. . ‚ лежащихъ на 
одномъ и томъ же основан можемъ замВнить системой равныхъ имъ 
отрёзковъ (аа;), (аца.}, (а;а3). . . разсмотрфннаго нами раньше вида. 
Мъры этихъ послЪднихъ отр®зковъ соотвфтственно равны мЪрамъ 
отрЪзковъ (АВ), (СР), (ЕЁ), ... т.е. 
пай = АВ, а, = ОП, ва, =ЕЁР...... (а) 
Геометрическую сумму отрЪзковъ (аа:), (а1а,). . . т.е. отр5зокъ (ва) 
назовемъ геометрической суммой отрЪзковъ (АВ), (СР},. .. Это об- 


стоятельство символически обозначимъ такъ: 
{аоан) — (АВ) + (СВ) 4 (ЕВ) + 
По теоремё Шаля-Мёб1уса мфра отрЪзка (аа„) равна 
аа = аа, на: - ань |-. На, 
слЪдовательно, на основан!и, равенствъ (а), имЪемъ 
аа, = АВ - СР -- ЕР. 
Такимъ образомъ, при нашемъ опредзленти геометрической суммы 
отрёзковъ, лежащихь на одномъ основаши, мера геометрической сумны 
равняется алгебрической сумме мтрь слагающихь отртьзкове. 
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7. Перейдемъ теперь къ разсмотрЪнйо отрЪзковЪ, расположен- 
ныхъ на различныхъ прямыхъ, 

Пусть имвемъ въ пространствЪ п отр8зковъ (АВ), (С), (ЕЁ)... 
(ЁМ) (черт, 6). 


черт. 7. 


Изъ произвольной точки А, проведемъ отрзокь равный отрфзку 
(АВ), пусть это будетъ отр№зокъ {(4,.4;}; изъ конца его А, проведемъ 
отрВзокъ равный (С), пусть это будетъ отрзокъ (4,4,), и т. д; 
наконецъ, изъ точки 4„_, проведёмъ отрзокъ равный Г.М, пусть это 
будеть отрвзокъ (4„-,4„). Такимъ образомъ, вмЪсто отрёзковъ 
{АВ), (СР), (ЕЁ),. .(РМ) мы имфемъ равные имъ отрфзки (4,4.), 
(4.4.),. . . (Ав, 4), обладаюнйе тзмъ свойствомъ, что начало 
каждаго изъ нихъ, за исключешемъ перваго, совпадаеть съ концомъ 
предыдущаго; и0д5 суммой этихё отрьзков5 мы, обобщая предыдущее 
опредълеше суммы, будемь подразумьзать отртзокь (Аобы), начало 
котораго совпадает. св началомь перваго отризка, а конець съ 
концом послюдняго. Тотъ же отр8зокъ будетъ считаться и суммой 


данныхь отрЪзковъ (АВ), (СР), (ЕЁ),. . .Иногда мы будемъ гово- 
рить, что отрёзокъ (А,А,) представляеть замыкающую ломаной 
(4.44... . Ан). КромВ того отр®8зокъ (А.А и) называется еще ‘резуль- 
тирующимь или геометрической суммой, а отр®8зки (4,4 ,}, {А,4.),... 
(4-1 А,) или равные имъ отр®зки (48), (С), (ЕРЁ),. . . (М) сла- 
гающими. То обстоятельство, что отр®зокъ {4.4} представляетъ гео- 
метрическую сумму отр®зковЪ (4..41),. . . (4,14), будемъ обозна- 
чать символически слвдующимъ образомъ: 
(454) = (Аь 4) (4) +. и, 4). 


Легко видЗтЬ, что геометрическая сумма не зависитъ отъ вы- 
бора точки 4.. 
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Построене, при помощи котораго находится геометрическая 
сумма какихъ угодно отрЪзковъ, называется геометрическимь’ сло- 
эжешель. 

8, Пусть въ пространствЪ имфемъ два отрёзка (АВ) и (СР) (черт. 8). 
Изъ нёкоторой точки 0 построимъ отр®зокъ (0а), равный отрЪзку (АВ), 
а изъ конца его построимъ отрфзокъ (а6), равный отрЪзку (С); тогда 


р 


[6 а 


чер. 8. 
по опредфленю 
(06) = (0%) -+ (аб) = (4 В) + (0). 


Замътимъ, что мы получили бы ту же самую сумму, построивши 
сперва отрфзокъ (0а) равный (СР) и изъ конца его отр%зокъ (25) рав- 
ный Вт. е. 


(09 — (9) + (@8) = (62) + (ав). 
Изъ двухъ полученныхъ нами равенствЪъ слфдуетъ, что 
(аВ)-- (СР) == (СР) -- (АВ) 
т. е, что въ случав двухь слагаемыхъ геометрическая сумма не из- 
мъняется при измьнейи порядка сложения. 

Эту теорему можно обобщить и показать, что результать геомет- 
рическаго сложещя не измъияется при измънени порядка слагаемыхв. 
Замфтимъ предварительно, что при сложен!и какого-угодно числа отрз-^ 
ковъ мы вмЪфсто двухъ послЪдовательныхь слагаемыхъ можемъ брать 
ихъ геометрическую сумму (эт0 явствуетъ изъ самого построевя гео- 
метрической суммы). Принимая теперь во внимаше случай двухъ 
слагаемыхъ, видимъ, что при перестановкв въ какой-либо геометри- 
ческой суммЪ двухъ смежныхъ слагаемыхь геометрическая сумма 
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всЪхъ отрфзковь не измЪняется. Теперь остается показать, что отъ 
одного порядка слагаемыхъ къ другому можно перейти путемъ по- 
слфдовательныхь перемфщен!й двухъ смежныхъ ‘слагаемыхъ. Пока- 
жемъ это на частномъ примЪрЪ, причемъ въ общемъ случаЪ разсуж- 
дешя будутъ тЪ же. 

Пусть имфемъ четыре отрЪзка. Переномеруемъь ихъ и сложимъ 
въ такомъ порядк%: 1, 2, 3, 4; теперь сложимъ ихь въ другомъ по- 
рядкЪ, положимъ,; 3, 1, 4, 2, и покажемъ, что оть 1-го распредълемя 
ко 2-му можно перейти путемъ послфдовательныхь перестановокъ 
двухъ смежныхъ отрЪфзковъ. Въ самомъ дълЪ, отъ перваго распредЪ- 
лешя ко 2-му мы можемъ перейти, напримфръ, путемъ слёдующихъ 
перестановокъ: 


1534; 1824; 31 24; 31 48. 


Легко замЪтить, что два послфдовательныхь размфщен!я въ этомъ 
ряду отличаются другъ отъ друга только порядкомъ двухъ какихъ- 
либо смежныхь элементовъ, отмфченныхъ у насъ одинаковыми дугами; 
слЪдовательно, соотвЪтствуюцщия имъ суммы будуть по предыдущему 
равны между собою. Такимъ образомъ, теорема нан:а доказана. 


Объ углахъ. 


9. Подъ угломъ между направлешемъ основаня Х’Х и направ- 
лешемъ основашя У’У (черт. 9), причемъ оба эти основашя лежать въ 
одной плоскости, будемъ попразумфвать уголъ, на который нужно по- 
вернуть основане Х’Х до его совпадешя съ основашемъ У’ Х. 


черт 9. 


Это вращене можеть быть произведено либо по часовой стрёлкЪ, 
либо противъ нея; въ первомъ случа будемъ выражать уголъ отрица- 
тельнымъ числомъ, во второмъ положительнымъ. Ясно, что если вто- 
рой уголъ мы обозначимъ черезъ «, то первый будеть —(2т—«), а но- 
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тому тригонометрическя величины обоих ‘угловь будуть одинаковы. 
Въ послЪдующемъ мы будемъ всегда предполагать, что вращене 
производится противъ часовой стрфлки и что подъ угломъ подразумЪ- 
вается наименьший уголъ; тогда уголъ, между основаншемъ Х'Х и осно- 
ванемъ У’У, который будемъ обозначать черезъ (Х’Х, У’У,), и уголь 
между основаемъ У’У и основайемъ Х' Х, который, слдовательно, 
будемъ обозначать черезъ (У’У, Х'Х), будутъ связаны между собою 
соотношенН ями; 


(ХХ, ГУ-ОУ, ХХ) = 2, 
откуда 
(ХХ, ГУ =ж- (ух ХХ). 
Такъ какъ 


С0$(2= — «) = воз с, 


то во всфхъ формулахъ, гдБ входятъ соз’ы угловъ, уголъ (ХХ, УХ) 
можетъ быть замфненъ черезъ уголъ (У'У, Х' Х). Тамъ же, гдЪ входятъ 
зиРы, @пр’ы, соапр’ы такой замЪны сдфлать нельзя. 

Если въ плоскости лежитъ нЪсколько основа отрфзковъ, то 
мы сможемъ при опредвлен?и угловъ между ними замфнить ихъ осно- 
ван!ями, имъ параллельными и проходящими черезъ одну точку. Если 
въ плоскости черезъ одну точку О проходитъ 3 основамя ХХ, "У 
и 22, то каково бы ни было взаимное расположеше этихъ основанйй 
всегда 


(ХХ, ГОУ А-а ХХ, 


гдВ А равно 1 либо 2. 
Въ самомъ дЬлЬ, взаимное расположене основанН: можетъ быть 
одно изъ двухъ (черт, 10 и 11). 


черт, 10. черт, 11. 
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Въ первомъ случаЪ имемъ: 
(Х'Х, УУ-Н(УУ, 22) (72, ХХ) =, 


а во второмъ 


(ХХ, ГУО"У РА ХХ =. 2%. 


Если два основая Х’Х и У’У не лежать въ одной плоскости, 
то подъ‘угломь между ними. подразумпваемь ‘уголь между двумя пря- 
мыми, проведенными черезё какую-либо точку О параллельно пряным: 
Х'Х и УУ и имюющими одинаковыя сь ними направлешя. Говорить 
здЪсь о врашени ло часовой стрфлкЪ или противъ нея не имветъ 
никакого смысла, а потому подъ угломъ (Х’Х, У У) подразумЪвають 
любой изъ двухъ угловъ, дополняющихъ другъ друга до 2к. Ясно, что 
въ формулахъ, въ которыя входятъ соз’ы этихъ угловъ, мы можемъ 
брать безразлично любой изъ этихъ угловъ: отъ этого наши формулы 
не измЪнятся. 


О проекц! яхт. 


10. Познакомимся теперь съ поннщемъ о проекщи точки в 
отрьзка на прямую. . 

Выберемъ въ пространствв нфкоторое основаше ХХ и нфко- 
торую плоскость Р, не параллельную основанйо (черт. 12); если; черезъ 
любую точку О пространства проведемъ плоскость Р, параллельно Р, 
то въ пересфчещи этой плоскости съ прямой ХХ получимъ точку О’, 


черт. 12. 


которую и назовемъ проекшей точки О на прямую Х’Х. Плоскость 
Р, носить назваве проектирующей плоскости, а прямая ХХ оси 
проекций. Ясно, что каждой точкЪ пространства будеть соотвфтство- 
вать на данной оси безчисленное множество проекдй, такъ какъ съ 


14 


измфнешемь направлешя проектирующей плоскости будеть изм%- 
няться и положене проекщи данной точки на данной прямой. Поэтому, 
говоря о проекцыхъ, мы будемъ полразумЪвать опредфленную про- 
скщю, другими словами, мы будемъ продполагать, что проектирующя 
плоскости параллельны нЪкоторой опредъленной плоскости Р. 


черт, 13. 


Подъ проекщей отрЪзка (.18) на данное основане мы будамъ 
подразумфвать лежаций на оси проекщй отр»зокъ (#5) (черт. 13), на- 
чаломъ котораго служить проекщя начала отрЪзка (.1В), а концомъ 
проекщя его конца. 

Мы будемъ обозначать проекцию какого-либо отрЪзка (4 В) черезъ 
пр. (АВ), а МБру этой проекщей черезъ пр. 4.В. 

Изъ самого опредьлен!я проекшй явствуетъ; что, когда отрфзокъ 
{АВ} лежитъ въ проектирующей плоскости, точки а и 0. совпадаютъ, 
а потому въ этомъ случаз проекщя его превращается въ точку, а 
сяЪдовательно ея мфра равна нулю. 

Опредфъляя положительное направлеве на оси проекщй, мы тёмъ 
самымь опредфлимъ и знакь мфры 46. Такъ, если направлеше осно- 
ваш я будетъь отъ Х’къ Х, то мфра отрЪзка (аб) на черт. 13 поло- 
жительна, а мёра отрЪзка (5а) отрицательна. 

11, Познакомимся теперь съ нФкоторыми основными свойствами 
проекщй. 

Пусть имфемъ въ пространствЪ замкнутый многоугольникъ 
44:4... .. А, (черт. 14). Будемъ разсматривать стороны этого много- 
угольника какъ отрфзки, причемъ дадимъ имъ направлен отъ А, къ 
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А, отъ А, къ А». . ., Оть Ал, КЪ Ая, Оть 4) къ 4. Въ этомъ 
случав скажемъ, что многоугольникъ нашъ имфеть опредъленное на- 
правлене. Возьмемъ произвольное основаше Х’Х за ось проекщй и 
будемъ проектировать наши отрЪзки параллельно н®которой плоско- 


д. 4 


4: 


р 


| № 
х 


| 
44; @: &, а; а. п, 


чер. 14. 


стиР. Тосда на основани Х’Х получимь в--1 отрзковъ (аи), 
{@а.),. - - (и: в), (а, 6%), причемъ каждый отрфзокъ (а; а; -.:) пред- 
ставляеть проекцио соотвЪтственнаго отрЪзка (4; 4;..}. ЗамЪная, что 
по теорем Мёбтуса-Шаля сумма мёръ аа, аа»,. . а, @& равна 
нулю, приходимъ къ теорем: 

Теорема 1. Сумма мтрь проек сторонъ замкнутаго ` много- 
гольника, плпьющаго опредъленное направлеще, на какое угодно 
основаше равна нулю. 

Этой теорем мы можемъ дать н®сколько иную форму. По преж- 
нему будемъ разсматривать отрфзки (Аь4,), (4,45), . . . (А А,), а 
вмЪсто отрЪзэка (44, 4.) возьмемъ отрЪзокъ (А, Ал}. ПослЪднй отрёзокъ 
представитъ геометрическую сумму отр%зковъ (4, 4,), (4; 4,),. (Ап Ар, 


т. ©. 
А Ао) Ра, 0-4) .... 


Проекщи нашихъ отрзковъ. на какую либо ось обозначимъ но 
прежнему соотвтственно черезъ 


(аза;), (ваз), . . . (@л- ан), (ав). 


ЗамЪчая, что между м5рами этихь послёднихь отрЪзковъ, въ 
силу теоремы Мёб1туса-Шаля, существуеть соотношене 


Чобь == аа, Рае. ... Ча - а, 


и сопоставляя послфднее равенство съ {7), приходимъ къ такой теоремЪ. 
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Теорема 2. Мьра проекши геометрической суммы нюсколькихь 
отрьзковь на каную-либо ось равна алгебраической вуммь мтре про- 
екший слагающихь, 

Наконецъ, докажемъ еще одну весьма важную теорему о проек- 
цяхь. Допустимъ, что между двумя данными точками А и В про- 
зедены двф ломаныя (44,4, ... А, В) и (АВВ, ... Ви, В) 


черт. 15. 


(черт. 15). Эти ломаныя будемъ разсматривать, какъ состояния: пер- 
вая изъ отрЪзковъ (А 41), (4, 4.), ... (А„_.В)и вторая изъ отрз- 
ковъ (.1 В), (В.В... . (В В). 

Въ такомъ сдучаЪ геометрическая сумма, какъ первыхъ, такъ и 
вторыхъ отрёзковъ равна отрфзку (4 В). Спроектируемъь наши лома: 
ныя на какое-либо направлене, 


На освоваи предыдущей теоремы 
пр. 4 В=пр. АЛ, + пр. 4,4... , т нр. 4, В 
пр. АВ=пр, АВ, пр. В.В. +... пр. Ву В° 


Сопоставляя эти два равенства, находимъ 
пр, 4 4, + пр. 41, 4, - пр. 4„-,В = 


= пр. АВ, - пр. В.В. +... пр. Ву, В. 
Если число подобное пр. 441 + пр. 4:4... | пр. 4-18 на- 
зовемъ мЪрой проекщи ломаной (А 4,4... .А,_.В), то послёднее 


равенство можемъ формулировать, какъ слЬдующую теорему: 

Теорема 8. Мьры проек на какое-угодно основе двухь 
какихъ-угодно ломаныхь, проведенныхь между двумя данными точками 
и имъющихь одно и то же направлене, равны между собою. 


и 


Примъчанше. Если всЪ проектируемыя точки лежатъ въ одной и 
той-же плоскости, проходящей ‘чрезъ ось проекщй, то проектирующия 
плоскости можно замфнить проектирующими прямыми, проведенными 
параллельно нфкоторой данной прямой. 


12. Пусть имфемъ два какихъ-либо отрфзка, лежащихъ на парал- 
лельныхъ и одинаково направленныхъ основан!яхъ. Эти отрфзки мы 
можемъ всегда замфнить двумя равными имъ отрфзками, лежащими 
на одномъ и томъ же основаши и имфющими только одну общую 
точку. Спроектируемъ эти посльдн!е два отрёзка на какую-либо ось 
хх. Всли ось проекшй параллельна основан!юо отрзковъ и направлена 
въ ту-же сторону, то, очевидно, проекщи отрёзковъ будуть равны 
самимъ отрЪзкамъ точно такъ же, какъ и ихъ мфры; если же ось про- 
екий, будучи параллельна основанио отр®зковъ, въ то же время на- 
правлена въ противоположную сторону, то, очевидно, мфры проекщй 
будуть отличаться отъь мЪръ самихъ отрзковъ только знаками. 


Итакъ, если имфемъ два отрзка (АВ) и (СР), то проектируя ихъ 
на ось параллельную ихъ основанио и обозначая ихъ проекщи соот- 
вътственно черезъ (чб) и (с, найдемъ, что 


[2 


+ 48, «=-- Ср 


въ зависимости отъ того, будетъ-ли направлене оси проекый совпа- 
дать съ направленемъ основания или будетъ ему противоположно, Въ 
ятихъ случаяхъ 


«6 _ АВ 
«а бБ’ 

Разсмотримъ теперь случай, когда основаше отрфзковъ и ось 
проекшй не параллельны и вмЪстВ съ тВмЪъ отрфзки не лежать въ 
одной изъ проектирующихъ плоскостей. Не нарушая общности, можемъ 
предположить, что ось проекшй проходитъ черезъ начало или конець 
какого либо изъ разсматриваемыхъь отрЪзковъ, положимъ черезъ. 
точку -1 (черт. 16). Пусть проекши точекь Ви О будуть соотвфт- 
ственно В и с. Соединяя прямыми точки В и. 6 съ одной стороны и 


Сиссъ другой, получимъ два подобныхъ треугольника АРБ и Аде. 
Изъ нихъ имземъ 


А. п. ИНЕБОРСШЙ. АНАДЯТИЯ. ГЕОМЕТРИЯ. 2 
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черт, 46. 


Если направлешя оси проекщй и основайя отрёзковъ обозна- 
чимъ черезь —> . то изъ чертежа явствуетъ, что 


Вб = 80 
АЪ = А бе = 
и потому въ этомъ случаЪ 
46 _4В 
& БС 


т. е. отношеше мЪръ проекщй двухъ разсматриваемыхъь отрЪзковЪ 
равно отношеню мЪФръ самихъ отрЪзковъ 

Здьсь мы разсматривали отрЪзки, имъюще одно и то же напра- 
влене. Если будемъ разсматривать отр%зки (АВ) и (СВ\, направлен- 
ные въ противоположныя стороны, то тогда 


ав=яв, св=-—В 


но вмЪстВ съ тфмъ имвемъ: 
46 = АВ, &=— 65, 
а потому опять приходимъ къ равенству 


дь _ АВ 
$ ОВ’ 
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Если бы мы измЪнили нацравлеше основаня отрВзковъ, или оси 
проекщй, или того и другого вмЪстф, то убЪдились бы точно такъ же, 
какъ и въ разсмотрФнномъ вьышие случаЪ, что 


пр АВ _АВ пр АВ_ АВ 


Такимъ образомъ, резюмируя все сказанное, приходимъ къ теоремЪ: 

Теорема 4. Если импемь два отрьзка, лежаие на параллель: 
ныхь основавяхь, то отноше итрь ихь проек на какую-либо 
ось равно отношеню итрь самихь отрьзковь, исключая, само собою 
разумъется, случай, когда отризки лежать вё одной изь проектиру- 
ющихь плоскостей. Въ посльднемь случает, какь мы ‘уже видьли, про- 
екщи отрьзковь равны нулю. 

13. Теперь отъ общихъ свойствъ проекщй перейдемъ къ очень 
важному частному случаю. Положимъ, что плоскость Р, а слФдова- 
тельно и проектируюция плоскости, перпендикулярны къ оси проекщй; 
такое проектироване будемъ называть ортогональнымь или прямо- 
‘угольнымь, а соотвфтственныя проекши ортогональными или прямо- 
‘угольными. Найдемъ зависимость между даннымъ отрёзкомъ и его 
ортогональной проекщей на какую-либо ось. 

Обозначимь черезь а`уголь между направлещями основашя и оси 
проекций. 

Въ случа, когда а = 0 т. е. когда ось проекщй параллельна 
основанно и одинаково съ нимъ направлена, проекШя какого-либо 
отрьзка АВ, какъ мы уже знаемъ, равна самому отрфзку, а потому 


пр АВ = АВ —= АВсоз 0; 


если ось проек параллельна основано, но направлена въ противо- 
положную сторону т. е, если «= х, то мы знаемъ, что 


пр АВ =— АВ= АВ созт. 


ДалЪе, когда основан отрфзковъ лежитъ въ одной изъ проекти- 


т 8 : 
рующихь плоскостей т. е, когда в = э-или* проекщя какого-либо 
отрЪзка равна нулю т. е. 


пр АВО = 4Всов 5. = АВ с05 &. 
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Перейдемъ теперь къ случаю, когда а не равно ни 0, ни т, ни 


3= 
аи о. 


Условимся направлеше основаня обозначать двойной стрЪлкой 
а направлеше  отрфзка простой, Пусть имфемъ  нфкоторый 
отрьзокъ (42) (черт. 17). Найдемъ его ортогональную проекцно на 
нЪфкоторую ось; для этого изъ начала и конца нашего отрзка прове- 
демъ плоскости перпендикулярно къ оси Х'Х. Пусть проекщя нашего 
отрЪзка на ось Х’Х будеть а/; по прежнему обозначимъ черезъ а 
уголъ, составленный направленемеь основашя отрьзка св положситель- 
нымь направлещемь оси проекций. 


=] 
1 \ 
а 
черт. 17° 


Черезъ точку А проведемъ прямую параллельно оси проекщй; 
тогда на ней получимъ отрЪзокъ (.45,} равный (геометрически) отрзку 
(25). Въ случаф, когда уголъ а (черт. 17) острый и направление отрзка 
совпадаатъ съ направлещемъ его основан я, какъ на нашемъ чертеж. 
м5ры АВ и а положительны, а слфдовательно 


АВ = АВ, а$ = аб, 


тдЪ согласно принятому условшо АВ и аб обозначаютъ длины отрфз- 
ковъ (АВ) и (5). Соединяя точки Ви В, мы изъ прямоугольнаго тре- 
угольника 48%, имемъ 


5 


В соза; 


25, — 6 — ЯВ сова 
но такъ какъ въ данномъ случаЪ 


«= АВВ, 
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то 
аб 


АВ с03а. 


Если вмЪ®сто отрЪзка (АВ), одинаково направленнаго съ основа- 
немъ, возьмемъ отр'зокЪ (ВА), то, замЪтивъ, что въ этомъ сдучаЪ 


пр ВА-=фа-ЫА=-—ВА 
и что 
ВА=-- ВА, 
найдемъ, что 
и — ВА соза. 


Полученная нами зависимость между мЪ$рой отрЬзка и мФрой его 
ортогональной проекщи выведена въ предположеши, что уголь & 


черт. 18. 


острый. Докажемъ, что она будеть имЪть мЪсто и въ случаЪ, когда 
уголъ тупой (черт. 18), но меньше *. 

Разсмотримъ опять сперва случай, когда направлене отрЪзка 
совпадаетъ съ направленемъ основан т. е. разсмотримъ сперва отр- 
зокъ (АВ). 

Въ этомъ случа, какъ легко видЪть, отрёзокъ (аб) имветъ на- 
правлеше, противоположное съ положительнымъ направлешемъ оси 
проекшй, а слЪдовательно, 


а = — 05, 


Производя то же построене, что и въ предыдущемъ случаЪ, и зам- 
чая, что въ Д-кЪ АВЬ, ‘уголь ВАБ, равенъ п— в, имфемъ: 


А, = аб == АВ соз ВАВ, = АВ с0$ (и—а) 
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или, замЪчая, что 


[а а, АВ-—= АВ, соз (фа) 605 а, 


опять проходимъ къ соотношеню 


@ = АВ со$ в, 
Разсматривая теперь отрЪзокъ (В) и замфчая, что ВА-=- ЯВ, 
и что его проекшя ба =8, .1 = — ЯВ, найдемъ изъ равенства 
АЪ, = АВ 0$ (с) ==— АВ. (--с03 0), 


что 
пр ВА = а = ВА соза. 


Предоставляемъ, читателю самому доказать, что когда х лежитъ 
Зя 3“ у 
между ти 5: или между Е и 2=, то, независимо отъ того, совпадает , 


ли направленше отрзка АВ съ направлевемъ его основашя или нЪтъ, 
всегда его ортогональная проекШя выражается слЪдующимъ образомъ: 


пр 4В= АВсоз =. 


Такимъ образомъ, приходимъ къ слвдующей важной теоремЪ: 

Теорена 5. Мера ортогональной проекци. отрьзка на любое на- 
правлеше равна мърь этого отръьзка, умноженной на сз угла между 
направлеемь основашя отуьзка и направлешемз оси проекций. 

14. Пользуясь этой теоремой, легко рЪшить аналитически слЪ- 
дующую задачу; ло даннымь слагающимь отрюзкаме найти мпру и 
направлене ихь геометрической суммы. 


черт. 19. 
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Разсмотримъ пока случай, когда даны два отрфзка (АВ) и 
(СР), причемъ 


АВ-Ь бра 


(черт. 19). 

Изъ нФкоторой точки О проведемъ отрзокъ (0а), геометрически 
равный отрзку (АВ); изъ конца его проведемъ отрЪзокъ (ае), геомет- 
рически равный (С); тогда отрзокъ (0е) и будетъ геометрической 
суммой данныхъ отрфзковъ т, е, 


(06) = (АВ) +- (СР). 


ОтрЪзки нани (АВ) и (СР) даны, какъ по длинЪ, такъ и по на- 
правлешю, слФдовательно, данъ и уголь между направленями ихъ 
основанй; обозначимъ его черезъ ®, 

Намъ нужно теперь найти величину г отрЪзка (0%) и уголъ, соста- 
вляемый направленемъ его основавя съ направлешемъ основаня 
одного изъ отрзковъ (0) или (05). Обозначимъ уголь между осно- 
вашями отрЪзковъ (0а) и (06) черезъ а, а уголь между основашямн 
отрЪзковъ (06) и (06) черезъ В, Если мы возьмемъ какую-либо ось, 
то по свойству проекшй 


пр ба-- пр ае—= пр 0%... .... о. (4) 

Будемъ разсматривать прямоугольныя проекщи и за оси проекций 
примемъ послздовательно основав я отрЪзковъ (0а), (0%) и (0е) Прила- 
гая послфдовательно равенство {а) ко всЪмъ этимъ случаямъ и помня 


зависимость между мФрами отрЪзковъ и ихъ прямоугольныхъ проекщй, 
найдемъ: при проектирован!и на основаше отрФзка (Оа) 


1) р- 96083 =17505а, 

при проектирован!и на основане отрфзка (065) 
И) 2рсоз%-- 9 —^с0з В, 

при проектированши на основане отрЪзка (0е} 
11) рсоза«-- 90$ 3—1 


.Умножая первое изъ этихъ равенствъ на р, второе на 4 и склады- 
вая, получимъ 


224 Зрдсозо Е (р с0$х + 96038), 


24 
или, на основан!и равенства (П]): 


1—1 92-29508 %; 


отсюда 


=ЕИЯ 491 608 ®. 


Знакъ -- беремъ, если направление отрЪзка (0) совпадаетъ съ напра- 
вленемъ его основания, знакъ —, когда оно ему противоположно. 


Зная », изъ равенствь { и И сразу опредёлимъ углы а ива 
именно 


соза= а — , 
Уве ра. С05 & 


ЧР 605 ®. 


6088 = 


24 608 ®' 


Такимъ образомъ нана задача рвшена. 

Если за направлене основашя отрЪзка (0} примемъ направлене 
самого отрёзка, то въ предыдущихъь формулахъь нужно вездЪ при 
радикалахъ взять знакъ +. 

Особенно простыя формулы получимъ въ случаЪ, когда слагаю- 


ше отрЪзки взаимно перпендикулярны т. е. когда ®= 
случаз 


"-ЕИЯ 


въ этомъ 


р 
05 ‹— 


с0$ В 


| . 
Ту» 1’ 


ГЛАВА П. 
Методъ координатъ Декарта. 


15: Познакомивнись въ общихъ чертахъ съ теорей проекшй, 
вернемся опять къ методу Декарта. 

Мы уже знаемъ, что Декартъь опредвляеть положене точки на 
плоскости при помощи двухъ зиселъ х и у слЪдующимъ образомъ: въ 
данной плоскости проводится произвольная прямая з'х (черт. 20), на 
которой отъ опредфленной точки О откладываются отрфзки въ ту, 
либо другую сторону, причемъ въ зависимости отъ направлен/я отрфзковъ, 


черт. 20. 


мъЪры ихъ выражаются положительными или отрицательными числами. 
Черезъ данную точку М проводимъ прямую МК параллельно нЪко- 
торой произвольно выбранной прямой у'у; тогда получимъ, съ одной 
стороны, отрфзокъ (ОК), мЪра котораго представляеть нФкоторое по- 
ложительное или отрицательное число 2, а съ другой отрЪзокъ (АМ), 
съ ‘мфрой у, положительной или отрицательной въ зависимости отъ 
направлен я этого отрЪзка, 

Итакъ въ методЪ Декарта каждой точкВ соотвфтствуетъ пара 
зиселъ :х,у); наоборотъ, какъ нетрудно видЪть, каждой парЪз чиселъ 
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(г.у) соотвфтствуетъ одна точка; въ самомъ длЪ, для того, чтобы 
найти эту точку, мы откладываемъ отъ точки 0 въ опредЗленную сто- 
рону отрфзокь мфры х, черезъ конецъ этого отр®зка проводимъ прямую, 
параллельную прямой у’у, и на этой прямой опять въ опредвленномъ 
направлен1и откладываемъ отр$зокъ мЪры у; полученный такимъ образомъ 
конецъ этого отрЪзка и дастъ намъ точку, опредфляемую числами (т, у). 

Итакь, зависимость между числами (х,у) и точками плоскости 
взаимно однозначна т. в. каждой точкю соотвътетвуеть одна пара 
чиселё (х, у) и каждой парь чисель одна точка. 

Но что же представляютъ эти отрфзки, характеризуемые числами 
(", у}? Легко видфть, что они представляютъь ничто иное, какь про- 
екщи на основашя хх и уу отрьзка (ОМ), начало котораго совпа- 
дает съ постоянной точкой О, а конець съ данной точкой М; при 
этомъ при проектироващи на одно изь данныхь основан проекти- 
рують параллельно другому данному основанйю. 

Основащю отръзка (ОМ) будемь всегда приписывать направленге, 
совпадающее сё направлещемь самого отръзка (ОМ). 

Если для удобства за точку О примемъ точку пересфченя пря- 
МЫХЬ {ги уу, то система прямыхъ л'х и уу и представить пряжо- 
линейную или Декартову систему координать. 

Основан{я 2'л и у’у носятъ назван!е координатныхь осей, при- 
чемъ ось х’х называютъ осью абсциесв или осью а-овъ, а ось у’у осью 
ординать или осью у-овъ, Точка пересъченя координатныхь осей 
О носитъ назване начала координать; числа’ же х н у, представля- 
ющя мЪры проекшй отрЪзка, идущаго отъ начала координатъ къ 
ванной точкЪ, и опредфляюнЦя положен!е этой точки на плоскости, 
называются ея координатами, причемъ число 2 носитъ назван!е 
абсциссы, а число у ординаты. 

Если уголъ между осями координатъ прямой, то координатную 
систему называютъ прямоугольной, въ противномъ случаз косо- 
угольной. 

По даннымъ координатамъ (2, у} можемъ построить точку однимъ 
изъ трехъ способовъ: 1) отъ точки О откладываемъ на оси 2-въ, отр®- 
зокъ (ОК) мЪры х и затЪмъ строимъ отр8зокъ (КМ) мЪры у; 2) на 
оси У’у оть О откладываемъ отрЕзокъ (01) мёры у и затЪмъ строимъ 
отрёзокъ (7.41) мБры 2; 3) на оси хх откладываемъ отрёзокъ (ОК) 
мЬры =, а на оси у’у отрёзокъ (02) мЪры у и черезъ концы этихъ 
отрзковъ проводимъ прямыя, соотвфтственно параллельныя оси у’уи 
4'5; точка пересвченя этихъ прямыхъ и даетъ намъ искомую точку М 
(черт. 21). ЗамфтимЪъ, что на осяхъ 2'2 и уу за положительныя на- 
правления считаются обыкновенно направленя вираво и вверхё. При 
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такомъ условш, какъ легко видёть, абсциссы и ординаты точекъ, 


М, 


черт. 21. 
лежащихъ въ различныхъ по отноменпо къ осямъ координатъ частяхъ 


плоскости, будутъ удовлетворять слЪдующимъ неравенствамъ: 
координаты точекъ, лежащихъ въ, 1 угл; 2> 0, у> 0 


» „ » „Ш, 5<0 90 
„ » » „Ш , 5<0у<о 
„ „ № ‚„ 2>6у<0 


Изь самого опредфлешя я координать явствуетъ, что, 1) коорди- 
наты начала будуть (0,0), 2) координаты любой точки на оси абсциссъ 
будуть (2, 0), 3) координаты любой точки на оси ординатъ будуть (0, у). 

Изъ предыдущаго ясно, что въ аналитической геометрёи „задать 
точку“ значить дать ея координаты по отноиеню къ нФкоторой опре- 
дфлениой систем координатъ. 

16. Давии опредъленше коордиватъ, рЪшимъ теперь такую задачу: 
по даннымъ началу А и концу В нъкотораго отрьзка АВ, опредь- 
лить мпры проекцй этого отрьзка на оси координатз. 

Пусть координаты точекъ А и В (черт. 22) будутъ соотв тственно 
(тьу,) и (5,3); координаты (2,у,) представляютъ мфры проекщй от- 
рЪзка (ОА) соотвВтственно на оси х и у; координаты (х„,у,) представ- 
ляютьъ м$ры проекщй отрфзка (ОВ) на тЪ же оси. Легко видФть, что 
(ОВ) есть геометрическая сумма отр$зковъ (0.4) и (АВ), а потому при 
проектировани на любое направлен Ё имфемъ 

пр, ОВ = пре ОА -{ пр, АВ; 
(подь символомъ пр, подразумЪваемъ проекцию на ваправлене Г). 
Будемъ проектировать сперва на ось д-овъ, параллельно оси у-овъ, 
тогда 

пр» ОВ — =, пр» 04 = 
а потому 


пр» АВ = пре ОВ — пр» ОА —я. 
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черти. 22, 
Проектируя на ось у-овъ аналогичнымъь образомъ получимъ, что 


пру АВ = 


—и. 


Сопоставляя эти два равенства, находимъ, что мтру проек любого 
отульзка на какую-либо координатную ось получимь, вычитая из 
соопынственной координаты конца. его координату его начала. 

17. Теперь нетрудно рЪшить и такую задачу: найти разстояще 
между двумя точками А и В, лежащими вв данной плоскости и 
заданными своими координатами (2,у,) и (яз. 9,). 

Обозначимъ уголъ между осями координатъ черезъ ® (черт. 23). 

Если искомую длину отрфзка (АВ) назовемъ черезъ г и замЪтимЪъ, 
что (АВ) представляетъ геометрическую сумму отрфзковъ (АС) и(СВ), 
причемъ 


ас — 2, СВ =у— и, 


В 


д 


черт. 25, 
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то, пользуясь выражешемъ для длины отрЪзка, когда даны два его 
слагаюние отр%зка (см. $ 14), найдемъ 


=-Ие Ре и, в) и) 08% (8) 


Если оси координатъ прямоугольны т. е. и, слЪдовательно, 


60$ ® =0, то въ такомъ случаз наше выражен!е для »* приметъ видъ 


; ии ь 

=-ИЕ, 
Если, наконецъ, начало отрЪзка совпадаеть съ началомъ координатъ 
т. е. если =, =0 и у, =0, то выражене для разстояя любой точки 
(&, у) отъ начала координать выразится въ косоугольной систем 
координатъь слЪдуюшимъ образомъ: 


= ИИ ау сова, 


а въ прямоугольной системЪ кординатъ такъ: 
=-И э, 


18. Перейдемъ теперь къ ръшению одной задачи, представляющей 
обобщене механической задачи о нахождент центра тяжести, двухё 
матеральныхь точекь с5 массами пн и т». 

Какъ извЪфстно, центръ тяжести № двухъ такихъ точекъ лежитъ 
между ними и дЗлитЪ отрфзокъ между этими точками въ отношении, 
обратномъ отношению массъ т. е. 

ИИ _ в, 
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(черт. 24). Такимъ образомъ, вт, переводф на языкъ геометр!и, задача 
о нахождеши центра тяжести двухъ массь можеть быть выражена 
слфдующимъ образомъ: но даннымь точкам ЛГ, (=), у) и М, (т, 9.) 
найти точку М (х, у), дълящую разстояще между ними въ данномь 
отношенщи. Предложенная такимъ образомъ задача шире предыдущей, 
такъ какъ въ нее не входитъ условте, чтобы точка 1 лежала между 
точками А и М); поэтому при решени ея мы разсмотримъ два 
случая: 1) когда точка 4/ лежитъ между ‘точками 21 и ДР, и 2) когда 
эта точка лежитъ на прямой М, М», но не между точками ЭН и М, 

Разсмотримъ 1-й случай. Дадимъ прямой М, 4/. опредвленнное 
направлене и разсмотримъ отр$зки (11,11) и (1111), имъюще одно и 
то же направлеще;, мВры ихъ либо обв  положительны, либо обЪ 
отрицательны. Въ силу посльдНяго обстоятельства ихъ отношене 
положительно т. е. 


Проектируя наши отрфзки на ось х-въ параллельно оси у-въ, замф- 
тимъ, что 


пр» М.И = 7-х, пр. М ==, 2% 
припоминая теперь, что отношеше мЪръ `отрзковъ, лежащихъ на 
одномъ основан!и, равно отножменйю м®ръ ихъ проекций на любую ось, 
найдемъ, что 


&— т. 


.—п 


откуда 


откуда 
у, Ру 
т, 
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: зна 
Если теперь обозначимъ черезъ & отношене п. зТО координаты 
В 


точки М, дЪлящей внутреннимъ образомъ отрЪзокъ №, 2/, въ отношеи 


М _ 
иж= 
будуть 
м-в и - 
#— ТВ › Ее 9 


гдЪ Е величина положительная, 

Особый интересъ представляетъь тотъ случай, когда точка М 
средина отрЪзка, т. е. когда # = 1; въ этомъ случаф координаты точки 
М т, е. средины отрЪзка между точками (т, у,) и (=, у.) будуть 


— и. 


а р 
РИ 72 


# = 


Перейдемъ ко 2-му случаю, т.е. къ случаю когда точка М лежитъ не 
между точками М, и. и разстояНя ея отъ точекъь М, и М, нахо- 


въ этомъ случаЪ 


т 
дятся въ отношенм „- 
т 


черт. 25. 


(черт. 25). Давая опять опредфленное направлеше прямой М, М», видимь 
что въ этомь случав отр®зки (№:М) и (ММ,) противоположны пе 
направленно, 
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и потому отношен!е ихъ мфръ отрицательно, т. е. 


_ И, т 


Г, = 


ян 


-Проектируя отрфзки, какъ въ предыдущемъ случа, на ось а-овъ 
параллельно оси у-овъ, зам чая, что. 


пр» М == а» пре АМ, ==, — 2 


и основываясь опять на теорем объ отношени мфръ проекщй двухъ 
отрёзконъ, лежащихь на одномъ и томъ же основани. для опредзле- 
ня = получимъ такого рода зависимость; 


откуда находимъ, что 


Сравнивая полученныя выраженя съ выраженями (9), видимъ, что въ 
обоихъ случаяхъ выраженя для х н у можно представить въ видЪ 
одной пары формулъ, а именно 


— м № — Ив 
дар, У о... 09 


если только условимся подъ & подразумфвать, какъ положительныя, 
такъ и отрицательныя числа. 

18. Такъ какъ каждая точка прямой, проходящей черезъ-точки 
М: и М, делить отрЪзокъ (2 М,) въ нъкоторомъ опредфленномъ отно- 
шени, то слЪдовательно, каждой точиь этой прямой соотвътетвуеть 
нткоторое опредьленное значене Е. Наоборотъ, каждому значенно Е 
соотвтствуеть одна пара значенй (х, у} т. е. одна точка прямой, за 


исключешемъ случая, когда к -= —1. Въ этомъ послёднемъ случаЪ 
знаменатель у хи у обращается въ нуль и сами выражая эти 
теряютъ смыслъ. Такимъ образомъ, при й = — 1 соотвЪтствующей 


точки на прямой нфтъ. Чтобы избавиться отъ этого исключен, усло- 
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вимся считать, что и значеню =—1 соотвитствуеть нькото- 
рая опредъленная точка прямой, которую назовемь безконеично 'уда- 
‚ленной точкой. 

Безконечно удаленной мы можемъ ее назвать потому, что при 
безграничномъ приближен!и & къ значению — 1 знаменатель 1- & стре- 
мится къ 0, и значешя 2 и у по абсолютной величинЪ безгранично 
возрастаютъ. Введя въ разсмотр®н!е эту безконечно-удаленную точку, 
приходимъ къ заключено, что всякая прямая имптеть одну и 
только одну безконеннно-удаленную точку, а, слдовательно, можеть 
быть разсматриваема, какъ замкнутая кривая, концы которой сходятся 
на безконечности. Этотъ взглядъ на прямую играетъ громадную роль, 
какъ въ аналитической, такъ и въ высшей геометрии. 

28. Какъь мы уже сказали, измфняя наше # отъ — © до ®, мы 
будемъ получать координаты всевозможныхь точекъ прямой, прохо- 
дящей черезъ двЪ данныя точки; поэтому, исключая изъ ур- (10) 
величину #, мы получимъ зависимость между координатами любой 
точки этой прямой, т. е. уравнеше прямой, проходящей черезь двъ 
данныя точки. Производя на самомъ дЪлЪ это исключеше, получимъ 
искомое уравнене въ видЪ 


отсюда заключаемъ, что уравнеше прямой, проходящей черезъ двЪ 
данныя точки будеть 1-й степени относительно координатъ, 


Геометрическое значенше уравнен!й. 


21. Если мы имЪфемъ на плоскости рядъ точекъ, подчиняющихся 
опредфленному закону, то совокупность этихъ точекъ мы назовемъ ихъ 
геометрическим мпстоме. 

Какъ мы видфли, между абсциссами и ординатами точекъ, при- 
надлежащихь какому-либо геометрическому мЪсту, представляющему 
кривую, мы должны предполагать нЪкоторую зависимость, выраженную 
уравнешемъ 


Е (т,3) 


Если намъ извЪстень законъ образовашя даннаго геометриче- 
скаго мфста, то намъ будётъ, вообще говоря, извЪстенъ видъ урав- 
невшя Р (х, у) =0, соотввтствующаго этому м\сту. 

А. П. ШШЕБОРСКЙ, АНАЛИТИЧ. ГЕОМЕТРЯ, 3 
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Такимъ образомъ, одной изъ задачь аналитической геометрии 
является задача о нахождеши уравнешя геометрическаго листа, 
представляющаго кривую, по данному закону его образования. 

Но кромъ этой задачи, мы можемъ поставить другую, ей обрат- 
ную: дано уравнене Ф” (х, у) 0; найти, какую геометрическую фигуру 
оно представляетъ. Мы утверждаемъ, что оно при извфстныхь ограни- 
ченяхъ, наложенныхь на него, вообще говоря, представляегь нфко- 
торую кривую. 

Одно изъ ограничен, которое мы иаложимъ на наше уравнеше, 
будеть слёдующее: мы будемъ предполагать, что уравнеше наше 
таково, что при какъ угодно маломъ изм$нени одной изъ координатъ, 
положимъ =, будетъ какъ угодно мало измфняться и другая координата; 
въ этомъ случаЪ говорятъ, что ‘у будетъ непрерывной функшей отв х. 

Итакь допустимъ, что имфемъ нфкоторое уравнеше Р (=. у) ==0, 
изъ котораго у опредфляется, какъ непрерывная функщя отъ х. Пола- 
гая въ нашемъ уравнеши х равнымъ какому угодно дЪйствительному 
числу, наприм. а, мы для у изъ него получимъ, вообще говоря, н%- 
сколько дфйствительныхь или мнимыхъ значенНь пусть при х==а, 
уравнен!е Ё (а, у} =0 имфеть дЪйствительные корни 6,16, . .’.; каж- 


черт. 36. 
дой парф значенй! (а, 6;}, (а, 6,}. (а, ›.). ...будеть соотвЪтствовать 
одна опредфленная точка, положимъ В, В,, Вз. .. (черт. 26) нашего 


геометрическаго м®ста, т. к. каждая такая пара значен!й (х, у) обра- 
щаетъ уравнене Г (<, у) =0 въ тождество. 

Дадимъ теперь координат® х значеШе «--й, ГДЪ № какъ угодно 
малая величина, тогда вслфдстве непрерывности нашей функщи у, 
опредфленной изъ уравненя Ё (5, у) =0, эта функня получить рядъ 
значенй в, Ни, НА», 6, +...) ГДВ величины А /,А, ... тоже сколь 
угодно малы; такимъ образомъ, получимъ ‘рядь паръ значенй для 
хи уа именно: (ай, НЕ), (#21, 9-4), ат, ыы). .., 
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которымъ будетъ соотвЪтствовать рядъ точекъ В’, В», В’. . ., какъ 
угодно близкихъ къ точкамъ В, В» В,. . .и лежащихь на нашемъ 
геометрическомъ мЪстЪ. Когда величина й будетъ стремиться къ нулю, 
величины К,в,й,. . .будутъ тоже стремиться къ нулю, а, слъдова- 
тельно, точки Ву’, В», В, . . .будутъ безпредьльно приближаться къ 
точкамъ В,,Б,, В,... и будуть при этомъ описывать нёкоторую лнн#о. 

Такимъ образомъ, видимъ, что, вообще говоря, одно уравнене сб 
двумя неизвьстными представляете на плоскости нъкоторую кривую. 
Давая координат 2 рядъ значен!Й а, и», и; . . . и находя соотвфтствую- 
щИ значешя для у, мы такимъ образомъ сможемъ по точкамъ пост- 
роить приблизительно кривую, данную уравнешемъ. 

Можетъ случиться, что уравнеше (я, у) =0 таково, что оно не 
удовлетворяется никакими дЪйствительными значенями хи у, напр. 
уравнеше 


2-1 


Въ этомъ случаЪ, чтобы не нарушать общности, будемъ говорить, 
что разсматриваемое уравнене представляеть инимую кривую. 

22. Легко теперь видЪть, чтб представляеть геометрически си- 
стема двухъ уравненй 


Е шву =о Ви = 


Какъ извЪстно, вообще говоря, изъ двухъ уравненй мы можемъ 
опредЪлить оба неизвЪстныхъ. Рьшая эти уравнемя, мы получимъ 
для «ну рядъ значений (а,В), (а»,Ъ5} (а, В). . .; если оба числа 
пары (а; ‚№;) будуть дЪйствительны, то имъ будетъ соотвьтствовать одна 
точка: если эти числа будуть мнимы, то, собственно говоря, имъ не 
будетъ соотвЪтствовать никакая точка плоскости; но, чтобы не нару- 
шать общности, математики говорятъ, что въ этомъ слуваЪ пара зна- 
чешй (а; ‚В; ) опредфляеть мнимую точну. 

Итакъ, два уравненЯ съ двумя неизвьстными представляютб на 
плоскости, вообще говоря, ныкоторое число дъйствительныхеь или 
мнимых точекь. 

Каждая пара значенй (а;,0,;) представляетъ, очевидно, кобрди- 
наты точекъ лежащихъ, какъ на кривой Г (г, у) = 0, такъ и на кри- 
вой Ру (7, у) = 0. Такимъ образомъ, рьшеня уравненй (и, у} =0и 
Е, (", }==0 даютъ намъ координаты точекь пересьченя кривыхъ, 
опредфляемыхъ уравненями Р(л, у} =0и Ё, (1, )=0. 

23. Теперь для лучшаго уяснешя метода координать постараемся 
вывести уравненя наиболЪе простыхъ кривыхъ, а затфмъ, пользуясь 
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ихь уравнешями, постараемся составить себВ понят1е о формЪф кри- 
выхъ. Начнемъ съ круга. 

Какъ извБстно, круг характеризуется пиьмъ, что разстояне 
ветхв его точекь оть данной точки, называемой центроме, величина 
постоянная. 

Обозначимъ черезъ ® (черт. 27) уголь между выбранными нами 
осями координатъ. По отношенно къ наней системЪ координатъ’ пусть 
координаты центра С будуть (а); радусъ круга обозначимъ черезъ Ё. 

Возьмемъ на окружности любую точку 3 съ координатами (1, у). 
Разстоян!е ея отъ центра выразится по извЪстной формулЪ слфдую- 
щимъ образомъ: ° 


УЕ ог 


зерт. 27. 


но для круга это разстояне всегда равно постояннной И, а потому 
координаты любой точки круга удовлетворяютъ уравненпо 


Уват 


був. 


ЗамЪфчая, что #>0, видимъ, что радикаль мы должны брать 
всегда со знакомъ - (плюсъ). Уничтожая въ послфднемъ уравнен 
радикалъ, приведемъ уравнен!е круга къ такому виду: 


(ау 2 0—0) све №, 


Это уравнеше для дЪйствительныхъ значе (х, у) будетъ, оче- 
видно, эквивалентно съ предыдущимъ. 


Если система координатъ прямоугольна, т. е. если & = 
уравнене круга будетъ вида 
(2—4 9—9 =. 


Если центръ круга будеть въ начал координатъ, т.е. если 
$ = 0, то уравневе его будетъ: въ косоугольной системЪ координатъ 


эл уе 229 с08 ® — А?, 
а въ прямоугольной 


2 |- № = Ве. 


Мы видимъ, что уравнеше` круга представляеть уравнеше 2-й 
степени относительно Декартовыхъ координатъ, поэтому мы будемъ 
говорить, что кругъ представляетъ кривую 9-й степени. 

24. КромЪ круга къ кривымъ 2-й степени принадлежатъ, какъ это 
увидимъ впосльдствш, еще три кривыя: эллинсв, гилербола и парабола. 

Свойства этихъ кривыхъ, получаемыхъ при пересЪчени круглаго 
конуса различными плоскостями и потому называемыхь коническими 
съчешями, изслЪдованы еще греческими математиками. До насъ дошли 
отрывки общирнаго сочиненя „О коническихь съчещяхь“, написан- 
наго греческимъ математикомъ Алоллошемь изь Перги, жившимъ въ 
Ш вЪкь до Р. Х. 

Подобно всмъ древнимъ геометрамъ, Аполловй находить раз- 
дичныя свойства этихъ кривыхъ путемъ чисто геометрическихь с00б- 
раженйЙ и построен. 

Мы познакомимся болзе подробно съ коническими сЪченями 
впослфдетв!и, теперь же постараемся вывести ихъ уравнея и по 
этимъ уравненемъ составимъ себЪ нкоторое представлеше о формЪ 
этихъ кривыхъ. 

Для вывода уравнешя эллинса воспользуемся его опредЪълешемъ, 
как гвеометрическаго моста точеке, вумма разстоянй которыхь отв 
двух данныхь точекз равна постоянной величинь 2а. 

Замфтимь, что при выводВ уравненй геометрическихь мЪстъ 
весьма важнымъ является удачный выборъ системы осей координатъ, 
такъ какъ отъ этого выбора зависитъ большая или меньшая сложность 
уравнея даннаго геометрическаго мзста. Дать какя-либо правила 
для выбора осей координатъ при рзшени каждой частной задачи 
нельзя; все тутъ зависить отъ навыка и сообразительности. 

Замтимъ только, что въ больиинствВ случаевъ, если въ число 
данныхъ задачи входятъ каюя либо прямыя, то часто бываетъ полезно 
выбрать за координатныя оси дв какя-либо изъ этихъ прямыхъ. 
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Такъ, въ данномъ случав мы можемъ считать данной прямую, 
соединяющую двЪ данныя точки Ри Р, (черт. 28). Примемъ эту пря- 
мую за ось #-овъ. Разстояне между данными точками # и Л, которыя 


черт. 28. 


называются фокусами, дано; пусть оно будетъ 2е. Раздфлимъ разстояне 
между точками Г, и К пополамъ и черезъ средину его возставимъ къ 
прямой Р, Е перпендикуляръ уу; послфднюю прямую примемъ за ось 
у-овЪ. 

Пусть точка № съ координатами (т,у) представляеть одну изъ 
точекъ нашего геометрическаго мЪста; обозначимъ черезъ $ их; длины 
отрЪзковъ (41) и (Г, М); тогда, по услов!ю, имъемъ сльдующее ра- 
венство: 


а ое: . (1 


Точки Л, Г, и М образуютъ треугольникъ; по извЪстному свойству 
треугольниковъ имЪемъ 


ЕИ+РИ НЕ 


откуда, замфчая, что ИМ=и, ИМЕги 2е, ВИДИМЪ, что 
данныя постоянныя а и е, должны удовлетворять неравенству 


рее тень. т. (2) 


Если мы теперь выразимъ черезъ координаты точки М величины 
ти, то уравнеше (11} и представить искомое уравнеше нашего 
геометрическаго мЪста, т. е. эллипса. 
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Нетрудно зидфть, что координаты точки В будуть (е,0}, а точки 
№—(—6. 0); воспользовавшись теперь выражешемъ для разстояня между 
двумя точками, найдемъ, что 


чу =+Ивтти, 


т 
а потому искомое уравнеше будетъ: 


УЕ тиви ‚.... 3} 


гдЪ при радикалахъ подразумфваются знаки + (плюсъ). 

Замфтимъ, что когда въ уравнеше кривой входятъ радикалы, то 
обыкновенно избавляются отъ нихъ, причемъ всяк разъ необходимо 
изслвдовать всЬ новыя рЪ-шменя, которыя могуть получиться при 
возвышен!и даннаго уравненя въ степени. 

Если бы мы избавились отъ радикала въ уравнеши (13), то по- 
лучили бы уравнене, эквивалентное не одному уравненю (13), а всЪмъ 
тьмъ уравненямъ, которыя мы получили бы изъ него, давая радика- 
ламъ положительныя и отрицательныя значеня, т. е. уравненямъ 


=2а,. .. (14) 


т == 2а, тт. 2=2а, "+. ==2а, —* 


гдЪ подъ ги 7: подразумВваемъ радикалы взятые съ + (плюсомъ). 

Покажемъ, что дьйствительными значешями х и у будеть 
удовлетворяться только первое изъ этихъ ураввевй т. е. одно только 
уравнеше (13). Въ самомъ дЬлЪ, такъ какъ числа г и », будуть 
всегда положительными, то поэтому послфднее изъ уравнен!й (14) не 
имЪетъ мЪста. 

ДалЪе, если точка М дЪйствительна, то ги г, какъ длины сто- 
ронъ треугольника Е МР,, удовлетворяютъ неравенствамъ- 


—м, < РЕ =, 
ит < Я, = 90. 


Если бы для дЪйствительныхь значенй (т,у) имфли мЪсто 2-е 
или 3-е изъ уравненй (14), то послЪдыйя неравенства обратились бы въ 
слЪдующее: а<е, а это противорфчитъь нашему условно (12) отно- 
сительно а и с. 

Итакъ, если мы будемъ разсматривать только дюйствительныя 
точки, т..е. только ТФ точки, координаты которыхъ (ху) числа дьй- 
ствительныя, то тогда мы сможемъ считать уравнев!е (13) эквива- 
лентвымъ съ тёмъ, которое получимъ изъ него, избавившись отъ ра- 
дикаловъ. 
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УничтоживЪ радикалы, придемъ къ уравнению вида 
{22 — 2) 2 ау? = а? (2-6). 


Такъ какъ @.> с, то, слЬдовательно, можемъ положить 


гдЪ 652 положительное число. 
Подставляя это значене 27 — 6 въ полученное уравнеше и для 


{16}, 


Постараемся по этому уравненйо составить себв представлеше о 
форм6 эллипса. Рьшая уравнен!е относительно у, получимъ выражене 
такого вида: 


.... 7) 


Изъ него видимъ, что каждому значению 2 соотв®тствуютъ два 
равныхь по абсолютной величин и противоположныхь по знаку 
‘значеня у; отсюда заключаемъ, что наша кривая симметрична отно- 
сительно выбранной нами оси х-овъ; точно также найдемъ, что она 
будетъ симметричной и относительно нашей оси у-овъ. 

Изъ (17) видимъ, что для у будемъ получать дЪйствитель- 
ныя значешя для ТЬхъ только. значешй х, которыя удовлетворяютъ 
условйо 


откуда заключаемъ, что у будетъ дЪйствительнымъ только тогда, когда 
х будетъ заключаться въ предфлахъ отъ —-а до а, т. е. когда 


аа. 


СлЪдовательно, если отъ начала координатъ (черт. 29} отло- 
жимъ на оси я-овъ въ одну и въ другую сторону отрфзки, равные а, 
и проведемъ въ концахъ этихъ отрфзковъ прямыя ГГ. н ЖА,, парал- 
лельныя оси у-овЪ, то за этими прямыми точекъь нашей кривой не 
будетъ. 
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черт. 29. 


ДалЪе изъ (17) видимъ, что наибольниее по абсолютной вели- 
чин значеше у получимъ, полагая 2=0; тогда у=--Ь. Такимъ 
образомъ, наиболфе удаленными отъ оси 2-овъ точками эллипса бу- 
дуть точки Х (0,5) и М, (0,5). лежащя на оси у-овъ. 

Слъдовательно, если мы черезь точки М и №, проведемъ прямыя 
РР, и ВП, параллельныя оси х-овъ, то за этими прямыми вверху и 
внизу точекъ эллипса не будетъ. Итакъ, эллипсъ весь заключенъ въ 
нЪкоторомъ прямоугольникЪ, стороны котораго равны 2а и 25. 

ИзмВняя х отъ 0 до+а или — а, будемъ для у получать зна- 
чея все меньшя и меныш!я ‘по абсолютной величинЪ; наконецъ, 
когда < станетъ равнымъ а, то у обратится въ нуль. 

Такимъ образомъ, наиболве удаленными отъ оси у-овЪ точками 
эллипса будуть точки М и М, лежанця на оси 2-овъ и имфющя 
координаты (а,0) и (—в.0). 

Эти точки носятъ назване вершинъ эллипса. 

Мы уже говорили, что точки Ёи №, носятъ назване фохусова; 
разстоян!е 2с между ними называютъ фокусныме разстоящемь. 

Прямыя ММ, и ММ, носятъ назваве осей симметрии эллипса; 
число а называется длиной большой полуоси, а число $ длиной малой 
полуоси. 

Если фокусное разстояше обратится въ нуль, т. е. если с=0, 
то тогда 
а@ 


и уравнен!е эллипса обратится въ 


я 
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а это, какъ намъ извфстно, уравнеше круга съ центромъ въ началь 
координатв и радусомъ а. Итакъ, эллипсв съ фокуснымв разстоя- 
нземъ, равнымъ нулю, есть ничто иное какъ кругъ. 

25. Уравненио эллипса можно придать еше одну интересную 
форму, дающую возможность при помощи циркуля и линейки по- 
строить по давнымЪ полуосямъ какое угодно число точекъ эллипса. 

Изъ того обстоятельства, что всякая пара координат (х, у) любой 
точки на эллипс удовлетворяетъ соотношению 


ее нь + 8) 


х 
заключаемъ, что для точекъ, лежашихь на эллипсЪ, числа — и 
а 


й 
'. по абсолютной величин не больше единицы, а потому, если а 


есть абсцисса какой-либо точки эллипса, мы всегда можемъ найти 
. дЪйствительный уголъ ф, удовлетворяющий условю 


а 
— ==5059. 
а 


На основаши же уравнензя эллипса найдемъ. что тогда 


Итакъ, координаты точекъ нашего эллипса можемъ выразить при 
помощи величины © слБдующимз образомъ: 


1—06089, У=езШ (....... (19) 


Измфняя уголь ® въ предёлахь отъ 0 до 2*=, получимъ. всВ 
точки эллипса, причемъ каждому значенно $ будеть соотвфтствовать 
одна пара значенйй (т, у) и наоборотъ. 

Уравненя (19) можемъ считать эквивалентными одному -урав- 
неню (18), такъ какъ отъ уравнений (19) мы перейдемъ къ (18) путемъ 
исключешя величины ©. 

Перемфнную величину $, черезъь которую выражаются коорди- 
наты точекъ нашей кривой, назовемь параметром, а уравневя (19} 
параметричесними уравнешями эллипса. 

Наши уравненя (19) представляють частный случай уравнен!й вида 


х— В, ($), у==Е, ($)... .. (99), 
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гдЪ Ри Е; символы ряда нфкоторыхъ опёрашй. Легко видЪть, что сово- 
купность уравнен (20) представляеть, вообще, нфкоторую кривую, 
или, какъ говорять, эти уравненя представляютъ параметричесяя 
уравнешя нЪкоторой кривой. 

Въ самомъ дЬлЬ, уравнешя эти эквиваленты ооному уравненю 
вида ЁЕ(, у) =0, которое получимь изъ (20), исключивъ пара- 
метръ е. Посльднее же уравневе представляетв нЪфкоторую кривую. 

Вернемся однако къ нашему эллипсу. Проведемъ на плоскости 
два концентрическихь круга съ центрами въ началБ координать и 
св радйусами равными соотвЪтственно В и а. Если (черт. 80) изъ цен- 


рис. 30. 


тра проведемъ радусв подъ нькоторымъ угломв $ къ оси х-овъ, то, 
какъ легко видЪть, абсцисса ОС точки А, лежащей на пересфчени 
этого радфуса сз окружностью радуса а, будеть равна @с0$$; орли- 
ната же КВ точки В, лежащей на пересфчени этого ращуса съ дру- 
гой окружиостью, будетъ равна 5 ле. Обращаясь къ уравненямъ (19), 
видимъ, что точка, имфющая абсциссу, равную абсциссЪ точки А, и 
ординату, равную ординатВ точки В, будетъ лежать на искомомъ эл- 
липсЪ. Чтобы построить такую точку, намъ достаточно изъ точки В про- 
вести прямую параллельно оси х-овъ до пересёченя съ ординатой 
АС точки А. Точка М, представляющая точку пересьчейя послвд- 
нихв двухъ прямыхъ, и будетъ лежать на нашемъ эллипсЪ, такъ какъ 
ея кординаты будуть (ас08е, $9т$), а слЬдовательно будуть 
удовлетворять уравненйю эллипса 


27 


а 
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Мы остановились довольно долго на эллипсЪ, чтобы выяснить 
слфдуюние вопросы: 1} какимъ образомъ по данному закону образо- 
ваня найти уравнене кривой и’2} какимъ образомъ, зная уравнене 
кривой, найти приблизительную форму ея. 

26. Теперь перейдемъ къ выводу уравнеШя гиперболы, основыва- 
ясь на томъ ея свойствЪ, что она представляет» геометрическое мьъсто 
точекь, разность разстоянй которыхь отъ двухь данныхь точекь 
величина постоянная. 

Какъ и въ случа эллипса, за ось х-овъ примемъ прямую, про- 
ходящую черезъ данныя точки Ри #, (черт. 81), носяцщИя назване 
фокусовь; раздфлимъ затВмъ разстояне между точками Ри Хь, вели- 
чина котораго равна 2, пополамъ и черезъ средину его возставимъ 


У 


чертежь 51. 


перпендикуляръ къ прямой № Е, Этотъ перпендикуляръ и примемъ за 
ось у-овъ. Обозначимъ далЪе черезъ г, и * соотвЪтственныя разстояня 
отъ точекъ Р, и ГР. какой-либо точки М (2, у) нашей кривой. 

Легко видЪть, что разсматриваемая кривая будетъ состоять изъ 
точекъ двухъ категор: 1} изъ тЬхъ, которыя ближе къ точкь №, 
нежели къ точкЪ Р,, т. е. для которыхъ г, >, и 2) изъ тЪхъ, кото- 
рыя ближе къ точкф Е, чЪмъ къ точк®. Е т. е. для которыхъ #* >> #,. 

Такимъ образомъ, наше геометрическое мЪсто будеть прёдста- 
влено двумя уравненями: для геометрическаго мЪста однфхь точекъ 
уравнен!е будетъ 


а, еее... (1, 


а для геометрическаго мфста другихъ 


унес ь 3 
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Эти два уравнешя соотвЪтствуютъ двумъ различнымъ вЪтвямъ 


нашей кривой. 
Какая-либо точка № нашей кривой съ фокусами Ри Р, соста- 


вляеть треугольникъ, длины сторонъ котораго равны #, т”; и 2. 
На основанши извЪстнаго свойства А-ковъ, имъемъ 


и 5% ик, 
а потому постоянныя а и с должны удовлетворять неравенству 
ан... @3) 


Выразимъ теперь величины ях, и т черезь координаты (х, у} со. 
отвЪтствующей точки гиперболы. На основаши тЪхъ же разсужденй, 
что и при выводЪ уравненя эллипса, найдемъ что 


а потому уравнения (21) и (22) вЪтвей гиперболы примутъ такой видь: 


Ув дя - Увети =% 
(29) 


Ув ти- Ув ти м. 
Какъ легко видьть, уравненя эти отличаются только знаками у 
радикаловъ, поэтому, если мы избавимся отъ радикаловь въ одномъ 
изъ этихъ уравненй, то полученное такимъ образомъ уравнеше будетъ 
одно и то же, какъ для одной вЪтви, такъ и для другой. 
Но кромЪф нашихъ уравненй 


м—"=2а, 


полученное уравнен!е безъ радикаловъ будетъ еще соотвЪтствовать и 
уравнешямъ 


2а. 


Уна, Р-Н 


Легко показать, что послЪдё!я два уравнен!я не будутъ удовле- 
творяться дЪйствительными значенями (х, у), а потому, если мы будемъ 
ограничиваться разсмотрьшемъ дЪйствительныхъь точекъ, то наше 
уравнеше безъ радикаловъ будетъ эквивалентно только двумъ урав- 
ненямъ 


ии 24, Ра, 


т, е. представить только обЪ дЪйствительныя вЪфтви гинерболы. 
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Что касается уравнешя —"-—^==2а, то такъ, какъ, по условно, 
">0 и г, >0, то оно не можетъ имЪфть м$ста. 

Замфчая теперь, что, ”, и 2с представляютъ стороны Д-ка 
Е,МЕ, и допуская, что существуетъ такая дЪфйствительная точка №, 
координаты которой удовлетворяютъ уравненио г-- т, =2а, мы изъ 
извЪстнаго соотношения между сторонами Л-ка г т, >26 нашли бы, 
что а >, а это противор%читъ условно (23). Такимъ образомъ, избав- 
ляясь отъ радикаловъ въ одномъ изъ уравненй (241, найдемъ урав- 
неше, которому удовлетворяютъ координаты любой точки гиперболы; 
это уравнеше будетъ имЪть видъ 


(а) ар а). 


ЗамЪчая, что в > а, можемь положить 


гдЪ 5? положительное число. Дфля все уравнеше на а?ё*, приходимъ 
къ прост$йшему уравненйо гиперболы 


. (25} 


Постараемся теперь составить себЪ представлеше объ этой кри- 
вой на основан ея уравнения. 


Ръшая уравнеше относительно у, найдемъ 


откуда видимъ, что каждому значенно х соотвфтствують два значея 

у, равныя по абсолютной величин и противоположныя по знаку; дру- 

гими словами, выбранная пами ось х-овъ представляеть ось симметрии 

для нашей кривой. Точно такъ-же докажемъ, что и наша ось у-овъ 
удетъ для нея осью симметрии. 


Изъ выражен (26) видимъ, что у дйствительно только тогда, 
когда х подчинено условно 


5 


2 
8—1 >60; 


послфднее условые эквивалентно двумъ сл6дующимъ; 


«5—а 92а, 


А7 


а поэтому, если на оси г-овъ вправо и влЪво оть начала координатъ 
отложимъ отрЪзки, равные по длинф а, и черезъ концы этихъ’от- 
рЪзковъ проведемъ прямыя параллельно оси у-овъ, ‘то внутри обра- 
зованной такимъ образомъ полосы не будетъ точекъ гиперболы (черт, 32). 


| д 
| 
Е х 


ах 


черт 38. 


Наименьшее абсолютное значеше у пр1обрЪтаетъ, когда 


1-0, 

а? 
тие. когда # = а; при этихъ значешяхь = координата у равна нулю; 
такимъ образомъ, наиболЪе близкими къ оси У у точками гиперболы 
будутъ точки, лежаня на оси х.овъ и имьющя координаты (а, 0) и 
(—а, 0); эти точки носять назваше вершино гиперболы. 

, Когда = увеличивается по абсолютной величинЪ, то и у возра- 
стаеть по. абсолютной величинЪ, и, наконець, когда х стремится къ 
0, то съ нимъ вмфетЪ и у стремится къ + ®. Такимъ образомъ, 
типербола имъетъ безконечно-——удаленныя точки. 
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Чтобы лучше себф представить форму гиперболы, поступимъ 
слЪдующимъ образомъ: изъ начала координатъ проведемъ произволь- 
ную прямую подъ угломъ ф къ оси =-овъ (черт. 33). Пусть эта пря- 
мая встрьчаеть нашу гиперболу въ точкЪ М (2, у). Если черезъ г 
обозначимь длину отрЪзки (ОМ), то тогда абсцисса и ордината точки № 
будутъ таковы: 


 с08%, УНиЗШ о. 


Такъ какъ точка 4/ лежить на нашей кривой, то ея координаты 
удовлетворяють уравненио этой кривой, а потому, подставляя получен- 
ныя нами значевая (2, у) въ уравнен:е (25) и рышая его относительно 
получимъ; 


Пока уголъ $ 


„или 


в >, 
а ` 


до тьхь поръ для г получаются по два дфйствительныхь значения, 
равныхь по абсолютной величинЪ, но противоположныхъ по знаку. 
Это обстоятельство указываетъ на то, что на каждой прямой, прове- 
денной черезъ начало координать подъ угломъ $ къ оси х-овъ, 
удовлетворяющимъ неравенству 


ый 


а 


7 <ие<+ 


лежать двЪ точки гиперболы, расположеиныя по разныя стороны отъ 
начала координатъ, какъ напримЪръ, точки А2и ЛИ, (черт. 33). Когда $, 
увеличиваясь по абсолютной величин отъ нуля, приметъ одно изъ 


значешй 


тогда » обратится въ со, т. е. прямыя, проведенныя 


о 


$ 
черезъ начало координатъ подъ упломъ ф = а7е я (+ 7 } КЪ оси х-овъ, 


встр5чаютъ гиперболу на безконечности; эти прямыя носятъ назване 
асимитоть гиперболы. 
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Наконецъ, когда уголъ © будетъ еще увеличиваться по абсолют- 
ра 


ной величинЪ, т. е. когда № станеть больше в 


тогда знаменатель 
выражешя для 7? станеть отрицательнымъ, а, сльдовательно, г мни- 
мымъ. Такимъ образомъ, видимъ, что кривая наша расположена вся 
внутри угловъ, образованныхъ асимптотами и заключающихъ ось #-оВЪ. 


Уравнене гиперболы можно представить въ такой форм: 


откуда видимъ, что гиперболу можемъ разсматривать какъ эллипсъ, 
у котораго одна изъ осей мнимая. Воть почему иногда величину а 
называютъ —- Олиною дъйствительной, а величину 8 длиной мнимой 
полуоси гиперболы. 

27. Для того, чтобы покончить съ коническими сфчешями, намъ 
осталось только вывести уравнен!е параболы. Мы воспользуемся для 
этого слёдующимъ ея свойством: ларабола есть геометрическое мтс- 
то точекъ, разстояшя которыхь оть некоторой данной точки, на- 
зываемой фокусомь, и нюкоторой данной прямой называемой дире- 
ктриссой, равны. 

Пусть данная точка # (черт. 34) находится на разстояни р оть 
директриссы ВН! Н. Примемъ за ось х-овъ перпендикулярную къ Н, Я 
прямую, проходящую черезъ точку Г.Раздьливши отрЪзокъ КР’ пополамъ, 


г 
ШУ 


перь, 34. 


примемъ за ось у-овъ прямую, проходящую черезъ средину этого 
отрЪзка и перпендикулярную къ оси х-овъ, 
х. п. ПШЕБОВСКИЙ. АНАДИТИЯ. ГЕОМЕТРИЯ, 4 
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Нетрудно видЪть, что влфво отъ оси у-овъ нфтъ точекъ нашей 
кривой. Въ самомъ длЪ, если возьмемъ какую-либо точку влЪво оть 
оси у-овъ, лежащую межлу осью 4-овъ и прямой Н, Н, напримВрь 
точку 24, то, какъ видно изъ чертежа 35, 


лиры. ЗА. 


Но, такъ какъ 


ОК= ОК 


то, слдовательно , 


272 АЕ = РИ; 

иными словами, разстояще точки’ 4/ отъ точки Е больше нежели раз- 
стояне ея отъ прямой Н:Ё. Возьмемъ теперь точку 11 влфво отъ прямой 
Н.Н. Опять видимъ, что (см. черт. 36), 


чер. 
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ТР > те 
другими словами, ни одна изъ разсматриваемыхь точекъ не удовле- 
творяетъ закону, которому должны удовлетворять точки параболы. 

Обозначимъ черезъ (т, у) координаты любой точки 2Г нашей 
параболы; такъ какъ она непремфнно лежитв вправо отв оси у-овъ, 
т. е. такъ какъ для нея 2 >> 0, то разстояне ея отъ директриссы вы- 
разится слдующимъ образомъ (черт. 34); 


Мр= Гр + ПИ, 


но 


а потому получимъ 


Замфчая, что координаты точки Е равны (5,5) найдемъ, что 


разстояне МЕ точекъ Ё и М будеть 
ИЕ +У(-=)+ и. 


Л, то ея уравнеше приметь видъ 


ви... .. (27) 


Такъ какъ для параболы М 


Избавляясь отъ радикала, получимв уравневе, эквивалентное 
уравненйо (27) и уравненпо 


+9 =-У[-- 


Но, какъ легко видЪть, послфднее уравнеше не можеть удовле- 
творяться дфйствительными. значейями # и у. 

Въ самомъ дЪлЪ, для того, чтобы лЪвая часть посяЪдняго урав- 
нешя была отрицательной, х должно быть величиной отрицательной, 


по абсолютной величин большей . Если одно изв этихь значенй 


2 


то лЪвая часть будеть по абсолютной 


будеть «= а, гда > > 


величин равна (а-- > < в ;-что касается правой, то при дфйстви- 


тельномв значеши у абсолютное значен!е ея будетв не менЪе 


т. е. «+2, а. слЬдовательно, а Юон больше я. Такимъ образомъ, 


при отрацательномь значенш = значене у, удовлетворяющее послЪ, 
нему уравненйо, можеть быть только минмымъ — обстоятельство, къ 
которому мы пришли ране геометрическимъ путемъ. 

Итакъ уравнен!е (27) будетъ для дЪйствительныхъ значений (т, у} 
эквивалентно съ уравнешемъ, которое мы получимъ, уничтожая въ 
немъ радикалы. ПослЪднее уравиеше, какъ легко видфть, приводится 
къ виду 


еее. (28 


Это и есть уравнен!е параболы въ простфишей формЪ. 
Рьшая это уравненше относительно у, найдемъ, что 


ФИЗ 


откуда вндимъ, что 1) ордината у дЬйствнтельна только для положи“ 
тельныхъ значешй №, т. ©. что вся кривая (черт. 37) расположена вправо 
оть осн у-овъ (зто мы уже вндфли н раньше}; 2) что каждому значе- 


ИУ 


черт. 7. 


ино 2 соотвЪтствуютъ два значеня у, равныя по абсолютной велнчннЪ 
ни противоположныя по знаку; отсюда заключаем, что выбранная 
нами ось 2-овъ представляетъ для нашей кривой 0с6 симметрйе. 
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Когда и == 0, то и у=-0, сл$довательно, кривая проходитъ черезъ 
начало координатъ; эта точка носить назване вершины параболы. 
Далье видимъ, что съ узеличешемъ х отъ 0 до + 52 увеличивается по 
абсолютной величин® и у ОТЪ 0 до - <>. Такимъ образомъ, ларабола 
иметь безконечно-удаленныя точки. 

Замфтимъ, что постоянную р называютъ лараметромь параболы. 

28. Легко при помощи циркуля и линейки построить любое число 
точекъ параболы по данному ея параметру р. 

Въ самомъ дфлЪ, уравнеше параболы можемъ написать въ видЪ 


откуда видимъ. что ордината у есть величина средняя пропорщональ- 
ная между р и соотвфтствующей абсциссой =’ Поэтому, чтобы по- 
строить ординату точки параболы по данной ея абсциссЪ, поступаемъ 
слЪдующимъ образомъ: на оси 2-овъ влфво отъ начала координатъ 
{черт. 38) откладываемъ отрфзокъ 03/ — 9», а вправо отрЪзокъ ОЛ = я. 
На МУ, какь на маметрЬ опишемъ окружность, которая пересфчетъ 
ось у-овъ въ точкахъь Ми №,. По свойству круга имземъ 


о 
ох 


откуда 


черт, 35. 


т, е. ОМ и ОМ представляютъ искомыя ординаты. Зная абсциссу х 
и ординату у, построимъ и самую точку. 


5+ 


Полярныя координаты. 


29. Кром прямолинейныхь координатъ, введенныхъ, какь мы 
уже ‚знаемъ, Декартомъ, существуеть еще нфлый рядь другихъ ко- 
ординатъ, служащихь для опредълешя положешя точекъ на плоскости. 
Одной изъ наиболЪе употребительныхъ системъ координатъ является 
полярная система координать. 

Пусть имфемь нЪкоторое основаве ОР (черт. 39} и н%»которую 
точку на иемъ 0. Положеше любой точки 4! на плоскости можеть 
быть опредфлено разстоящемъ ея 0 отъ точки О. или нолюса и 
угломъ ©, образованнымъ отрёзкомъ (721, который называется радёу- 
сомь вектороме, съ полярной осью ОР. Величины © иг и носятъ на- 
зван{е полярныхё координать точки М. 

Если будемъ измЪиять г отъ 0 до +, аз отъ@ до Эт, исключая 
2=, то получимъ всЪ точки плоскости, и при подобномъ измфнени ко- 
орлинатъ’ зависимость между точками плоскости и ихъ соотв®тствен- 
ными координатами (г.е) будетъ взаимно однозначная, т. е. каждой 
точкЪ$ будетъ соотвЪтствовать одна пара координатъ и наоборотъ. 

Иногда бываеть ‘удобно принять рамусъ векторъ за отрЪзокъ, 


черт. 39. 


лежаций на нфкоторомъ основаши съ опрелфленнымъ направлешеми 
тогда величина 7“ можеть принимать, какъ положительныя, такъ и от- 
рицательныя значешя, т. е. г будетъ измняться отъ — ©? до -!- 2. Если 
черезъ $ обозначимъ уголъ между положительнымъ направлешемъ по- 
лярной оси ‚и положительнымъ направлешемъ основа отрьзка », то, 
чтобы исчерпать всЪ точки плоскости, достаточно измфнять уголъ $ отъ 
0 до =, исключая я. . 

Въ этомв случаЪ, при выбранномъ нами направлен и основаня 
радусовъ векторовъ (черт: 40), координаты точки М будуть (», 2), 
а точки М (-—», $}; при указанномъ выше измЪнеши координатъ каж- 
дой точкЪ плоскости будетъ соотвфтствовать одна пара координатъ 
(г; 2} и наоборотъ, т. е, 
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черть, 40. 


зависимость между точками плоскости и ихъ соотвЪтственными ко- 
ординатами (", $) будетъ взаимно однозначная. 

Наконецъ, иногда приходится, разсматривая радусъ векторъ, 
какъ отрЪзокъ, измЪнять уголъ о оть 0 до 2%, исключая 2%; въ та- 
-комъ случаЪ, какъ легко видЪть, каждой точкь 4/ (черт. 41) будетъ 
соотвЪтствовать двЪ пары координатъ {2} и(— г, =-1-2) въ зависи- 


и 


черт. 41. 


мости отъ того, будемъ ли мы считать положительное направлене 
радуса вектора совпадающимъ съ направлещемъ его основаня или 
же прямо ему противоположнымъ. 

30, Легко найти связь между полярными и Декартовыми коорди- 
-натами; мы разсмотримъ только связь между прямоугольными и по- 
лярными координатами и то въ частномъ случаЪ, когда ось з-овъ 
совпадаеть съ полярной осью, а начало координать съ полюсомъ 
(черт. 42). 

Легко видфть, что въ этомъ случаЪъ координаты хи у предста- 
вятъ прямоугольныя проекщи рад!уса вектора на оси координатъ. 
Обознанимь  черезъь $ уголь между  положительнымъ  направле- 
н!емъ оси #-овъ и направлешемъ основашя радуса вектора, 


© 
5 


черн 42. 
Изъ соотношешя 


(Х, У) +0, ВН, =, 


гдВ (У, й] уголь между осью У и основашемъ радуса вектора, а 


(В, = 2-е (Хх, У) 


‚ имфемъь 


2 


С. МЕ Бе 


а потому ортогопальныя проекщи отрЪзка ОЗ на оси Хи У 
будутъ 


#—1508 0, у==7 508 (+ 5 = зе ... (9) 


Возводя обЪ части полученныхъ равенствь въ квадратъ и бёря 
ихъ сумму, найдемь 


тай, 
откуда 
= Уют. 
Корень берется со знакомъ + или — въ зависимости отъ того, 
совпадаеть-ли направлен{е рад1уса вектора съ направленемз, его осно 
ваня или нЪть. Если разсматривается только длина радфуса вектора 


т, независимо отъ его направленя, то берется знакъ +. 
Дьля выражешя (29) одно на другое, получимъ 


= 
х 
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откуда 


= аптеку 4 
ра 


31. Нетрудно видфть. что всякой кривой соотвфтствуетъ нфкоторое 
уравнеше въ полярныхъ координатахъ. 

Дьйствительно, какъ мы знаемъ, всякой кривой соотвЪтствуетъ 
нЪкоторое уравнеше въ Декартовыхъ координатахъ. Пусть по .отно- 
шенио къ нЪкоторой прямоугольной систем координать уравнеше 
какой-либо кривой будетЪ 


# (у) 


Положивъ здЪсь 2 =тс08%, у-==гыи, получимъ уравнеше 
нашей кривой въ поляриыхъ координатахъ 


Можно и непосредственно найти уравнеше кривой въ поляриыхъ 
координатахъ. 

НапримЪръ, кругъ (черт. 43), центръ котораго совпадаетъ съ по- 
люсомъ, имфетъ уравнеше ‘г==а, гдф « — рамусъ круга, такъ какъ к 
остается постояннымъ при измфнен!и © отъ 0 до 2 


чорт. 48. 


Наоборотъ, всякой зависимости между г и Ф вида 


Е 2} =0 


.‚ соотвфтствуетъ, вообще говоря, нЪкоторая кривая. ДЪиствительно, 
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полагая здфсь 


у 
У +, ржа п; › 


преобразуемъ эту зависимость въ зависимость между Декартовыми 
координатами, 


Классификащя кривыхъ. 


32. Мы показали из частныхъ примфрахъ, какимъ образомъ по- 
мощью анализа можно находить тф или другя свойства кривой, если 
памъ данъ геометрическй законъ ея образован!я. 

Такимъ путемь приходится итти при рАмшеши ›частныхь задачъ, 
главнымъ образомъ прикладной» матики, напр., при изучении тра- 
эктор!и движущейся точки. 

Совсфмъ другой путь изсяфдовашя мы должны будемъ выбрать 
въ томъ случаЪ, если захотимъ дать систематическое изложене теорш 
кривыхъ. 

При этомъ изложеши первымъ вопросомъ является вопросъ о 
классификаши кривыхъ. 

Въ основу этой классификаши мы можемъ, само собою разу- 
мфется, положить тЪф, либо друМя свойства кривыхф, напр. можемъ 
положить въ основу вя законь геометрическаго образовая кривыхъ, 
какъ это дфлдется. напр.. въ такъ называемой высшей или проектив- 
цой гсометри, можемъ классифицировать кривыя по ихъ свойствамъ 
вЪ безконечно малыхъ частяхъ. какъ это иметь мЪсто въ такъ иазы* 
ваемой дифференшальной геомстрш, и т. п, 

Что касается аналитической геометруи, то она сводитъ классифи- 
кашю кривыхъ къ классификащи ихъ уравпешй. 

Такимъ образомъ, прежде всего кривыя съ точки зрёшя пиали- 
тической геометр!и раздЪляются иа два большихь класса: хризыя ал- 
гебраическя и тренецендентныя. 

Нодъ первыми мы будемъ подразумфвать тавя кривыя, уравнения 
которыхъ относительно Декартовыхъ координатъ приводятся къ алгеб- 
раическимъ уравнешямь, т. е. кь уравненямъ вида 


Е (а, в) == 


гдф К служить символомт, лонечнаго числа алгебраическихь операшй, 
совершаемыхъ падь ии и. 
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Вс остальныя ураввеня соотвЪтствують трансцендентнымь 


кривымъ. 
Такимъ образомъ, коническя сфченя представляютъ кривыя алге- 
браическя; что каслется, кривыхъ, уравнешя которыхъ будутъ, поло- 


жимъ, 


я 
== м, И==е, у=199, у= 


то всв эти кривыя транценлентпыя, 

Какъ извЪфстно, всякое алгебраическое уравнене помощью про- 
стыхь алгебранческихь операщй можеть быть освобождено отъ зна- 
менателей н радикаловъ, а, слфдовательно, можеть быть представлено 
вЪ видЬ 


Ву = 


гдь К(и, и) многочленъ относительно # и у. 

Смотря по степенн этого многочлена, мы можемъ дфлить алге- 
браическя кривыя на кривыя 1-й, 2-й, 3-й... степени. 

Такимъ образомъ, напримЪръ, коничесмя сЪченя представлаютъ 
алгебранческя кривыя 2-й степени, кривая, уравнен!е которой 


Налу — 2-1 


представляеть алгебраическую кривую 4-й степени и т, п. 

До сихъ поръ. неявно, мы предполагали, что всЪ наши кривыя 
отнесены къ нЪкоторой опредБленной систем прямолинейныхъ ко- 
ординатъ, но, такъ какъ выборъ той либо другой системы координать 
зависить отъ насъ, то является естественнымь` вопросъ, связана ли 
выбранная нами классификащя кривыхъ съ тёмъ, либо инымъ выборомъ 
координатныхъ осей, или же въ основу ея положены свойства, неза- 
висящя отъ системы координатныхь осей, то есть свойства самихъ 
кривыхъ. 

. Для того, чтобы отвЪтить на этотъ вопросъ, мы должны нзслЪ- 
довать, какнмь образомъ измфняются уравненя кривыхь, когда мы 
оть одифхв прямолинейных осей координатъ переходимъ къ другимъ. 

Такимъ образомъ, мы естественно подошли къ вопросу о томъ, 
какъ по даннымъ Декартовымъ коордннатамъ точки отнсительно од- 
нЪхь осей найти ея координаты по отношению къ другимъ осямъ, 
т. е, къ вопросу о преобразован Декартовыхъ коорлинатъ. 
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Преобразован!е Декартовыхъ координатъ. 


33. ДвЬ системы прямолинейныхь координатъ могутъ отличяться: 
№ началомъ коордипатъ, 2} направлешемъ осей. 

Такимъ образомъ, наиболзе общимъ преобразовашемъ Декарто- 
выхъ координатЪъ будетъ то, когда измфняются и начало, и направле- 
ния коордннатныхъ осей. Къ этому самому общему случаю мы перей- 
демъ, разсмотрЪвъ предварительно два частныхъ случая преобразова- 
ий, а именно: 1) логда изляьняется начало координатт, а оси оста- 
ются параллельными и оцинаково направленными. и, 2} когда начало 
координать остаепия тю ме самое, а излюняются направленгя осей. 

Разсмотримъ первый случай. Пусть имфемъ дв системы коорди- 
натныхь осей Х, Ги Х', №", имбющихь различныя начала О и 0’ 
{черт, 41), причемъ координатныя осн ихъ параллельны и одинаково 
направлены. 


черт. Н. 


Пусть координаты какой либо точки 2Г по отношенйо къ осямъ 
Х и У, будуть (=, {), а по отношенмю къ осямъ Х’и У будуть 
(7, /). По опредъленио координатъ, координаты (=, /} представляютъ 
мфры прош отрЪзка (027) на соотвЪтстенныя оси Хи У, а коорди- 
наты (2", 9") представляютъ м$ры проекщй отрЪфзка (О'М) на оси 2" и у". 
ЗамБтимъ, что если оси Х’и У’ параллельны и одинаково напра- 
влены съ осями Х и У, то проекши какого-либо отр®зка иа оси Х' и у’ 
равны проекщямъ того же отрфзка наоси Хи У; поэтому, напримЪръ, 
мЪфры проекщй отр$зка (0'} на оси Х и У равны соотвЪтственно ' и у’. 

Обозначимъ, наконецъ, черезъ (и, 8) коодинаты начала О’ по 
отношению къ осямъ Х, У; эти координаты представят мёры проекщй 
на оси Х и $ отрЪзка (00°. 
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Изъ чертежа видно, что отрфзокъ (041) представляеть замыкаю- 
шую ломаной (00’М), а потому на основани извЪстныхь свойств. 
проекщй имфемъ 


пр, ОМ = пре 90’ -Е ирё 0’, 


гдъ Г обозначаеть любое направлеше, 
.Проёктируя послЪдовательно на одну изъ осей Х и У параллельно 
другой н замЪчая, что 


пр« ОМ=я, прх О0' == а, прх О’, 

пру ОЗ! == у, пр, ОО’ ==, пру0’М == у, 
имфемъ слдуюнИя формулы преобразовая координат для этого. 
случая 


=’ На, у=у 6. (30) 


Помошью этихъ формулъ можемъ выразить координаты (х, у) 
черезъ координаты (=’, у’) и наоборотъ, причемъ замфтимъ, что коор- 
динаты относительно одной системы осей выражаются черезь коор- 
динаты относительно другой системы какъ многочлены 1-й степени, 
пли, како говорять, координапии одной системы представляюте ць- 
лыя линейныя функщи координат другой системы. 

34. Перейдемъ теперь къ разсмотрЪнНо 2-го частнаго случая, 
когда координатныя оси имФютъ общее начало и различныя напра- 
влешя. 

Обозначимъ уголъ между, осями ОХ и ОУ, которыя мы назовемъ 
старыми осями, черезъ ®, такъ что (Х, У) = о (черт. 45). Мы будемъ 


черт, 45. 


знать положения осей Х’и 1", которыя назовемъ новыми осями, если 
намъ даны будуть углы, образованные ими, положимъ, съ осью Х- 


Обозначимь уголъ между осями Х и Х", т. е. уголъ (Х, Х') черезъ а, а 
уголъ между осями Ан И, т. е. уголь (Х, }") черезъ В; всБ эти углы 
будемъ отсчитывать противъ часовой стрлки. 

Пусть координаты ифкоторой точки АГ по отношенйо къ старымъ 
осямь будуть Ол ги АЛЬ а по отиошенио къ новымъ осямъ 
ок= нА И 

Такъ какъ ломаныя (ОК!) и ОК’ 1!) имЪютъ общую замыкаю- 
щую (125/). то на осповашн теор проекнй имфемъ 


пр; ОК-Епр/ КА пр ОКМ... 39 


Пусть ось нроекшй Р составляеть уголь А съ осью Х, такъ 
что (Х, 2} =). 

Вспомнимъ, что. если нимфемь въ плоскости три прямыя Х, Г, 
©, то между углами (Х, 1.), (Ё, @) и (©, Х) существуегь соотношене 


(хо, Хх =, 


глВ # ифлое число. н, что межлу углами (2, 2) и (9, Р), составляемыми 
двумя осповашями, существует соотношене 


Иа 


Тогда, чтобы опрелфлить угям (№, У}, (Т, №) и (/, №) положимъ 
въ перволь изъ равенствъ вмЪето (\ соотвфтственио У, Х'и У"; въ 
первомъ случаЪ, папримфръ, пайдезмь, 


(1, У 


= —(Х, Р)-- (У, Хх — №. (кв) == = («-—%), 


гдЪ № цълое число. 
Точио такимь же образомъ найдемъ 


(и, Х) 


ря а), (1, =), 


ГДЪ й; н й: ЦЪныя числа. 

Въ равенствЪ {31} будемъ брать ортогопальныя проекни; номня 
свойство ортогопальныхь проекций, палишемъ это равенство слфдую- 
щимъ образомъ: 


ж 608 -Г ус0$ (®-—)) 60$ (*_ №) и 503 (3—} . . (32) 


Послфдиее равенство и дасть памъ возможность опредфлить, по 
желанйо, старыя координаты черезъ повыя и наоборотъ; для этого 
стоить только соотвфтствениымъ образомъ выбрать ось проекций Г, 
т. е. уголъ }. 
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Чтобы выразить координату х черезъ х’и у’, выберемъ ось про- 
екщй такимъ образомъ, чтобы изъ равенства (32} исчезло у, Для этого 


нужно только выбрать уголъ ^ такъ, чтобы 


откуда 


тогда для х, найдемь такое значене: 


к". зи (а) Ру’ 1 (@—5) 83) 


х 


я’ вита у 


еее. 4) 


= 


Если бы мы пожелали выразить 2" и у’ черезь хи’ то намъ 
нужно было бы соотвфтственно положить 


тогда мы получимъ такя выражен: 


дз в Вы] сы аз ау яп (в—®) ... 85) 
аш (3—2) ы эт (а—8) 


Изъ формуль {33), (34), (35) видимъ, что и въ этомъ случа однь 
координаты представляют: цвлыя линейныя функций другихь. 

35. Разсмотримъ нисколько интересныхь частныхь случаевъ, а 
именно, положимъ что координатныя оси Х и У прямоугольны, т. е., 


; тогда формулы (33) и (34) обратятся въ такйя: 


Что ® 


1—3’ сова Ну’ 5088, у==а' эта узш8. .. (36) 


Если положимъ, что и система осей Х’и У’ прямоугольна, т. е. 


а-- э> тогда получимъ таюя формулы: 


&=х' 605 узша у зта-- у’ со... (37) 
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Посльдыя формглы представляютъ формулы преобразования одной 
системы `прямоугольныхъ координатъ въ другую, тоже прямоугольную, 
соотвЪтствуюния повороту осей на нфкоторый уголъ х около начала 
координатъ. 

Нужно только помнить, что въ нашихъ формулахъ а представ- 
ляетъ уголъ, отсчитываемый противъ часовой стрЪлки, и, сл6довательно, 
можеть измфняться отъ 0 до 9 а. " 

36. Перейдемъ, наконецъ, къ обшему преобразованно, соотв тствую- 
щему, какъ перемфнЪ начала, такъ и измфненио направленя осей. 

Для вывода формулъ преобразовашя въ этомъ случав черезъ 
начало координатъ О’ осей Х' и >", координаты котораго по отношению 


мер. #9. 


къ осямъ Х, У пусть будуть (а,5} (черт. 46), проведемъ вспомогатель- 
ныя координатныя оси Х", У”, параллельныя осямъ Х, У. Обозначимъ. 
черезъ « уголъ между координатными осями Х, У, а, слфдовательно, 
н между осями Х", У”. Углы, составляемые осями Х’и съ осью Х или 
что то жесъ осью Х”, обозначимъ соотвфтственио черезъ а н 8. Коорди- 
наты любой точки 2 по отношенно къ осямъ Х, У, А’, У", Х", Уобоз- 
начимъ соотвЪтствевно черезъ {=,5), (х,У), (=, /). Перейдемъ сперва 
оть осей Х, У къ осямъ Х", У", тогда наосноваши предыдущихъ фор- 
мулъ преобразован!я (30) будемъ имЪть 


х=а’ а УУЬ; ее... (88) 


если теперь отъ осей Х", У" перейдемъ къ осямъ №’ У’, то на осно- 
вани формулъ (33) и {34} найдемъ, что 


аз (в — а) Ну’ («— В) 
это 


“= . 


65 


2’ ота-Ру тв 
$ЙТ ® 


у 


Подставляя эти значения и 9’ въ выраженя для х и у полу- 


чимъ общя формулы преобразованя: 


а) у’ 5 (#—8 
ть 


(39) 


хто у’ т В. 
Е 


Если бы мы пожелали выразить (х’, у’) черезъ (х, у), то помощью 
формулъ (35) выразили бы (х',‘у') черезь 2“, у’, а затфмъ, опредф- 
ливъ изъ (38) (х”, у’) черезъ (2, у), получили бы искомыя формулы пре- 
образованзя. 

Замфтимъ опять, что и при общемъ преобразовани однЪ коор- 
динаты выражаются черезъ другя линейнымъ образомъ. 

Резюмируя все сказанное, приходимъ къ такой теорем: при тере- 
лоб отз одной системы Дехартовыхь координата (2, у), из друюй (=, у’) 
однъ координаты. представаяитиз цьлыл личейлыя функ дру. 

37. Основываясь на этомъ результатф, можно доказать двЪ слЪ- 
дуюция теоремы: 

Теорема Г. Если уравиене кривой въ какой-либо системь  Декарто- 
выть коордипать будена алебранческимь или прансценденииымь, то 
зиаковымь оно останетея ‘при залить данпой системы  воординать каной- 
10дно друюй Докартовой системой координат. 

Теорема 11. Степень алебранческато уравпеня призой въ Денарто- 
выть коордипатажь не изминяется при переход отф одной сиетемы пря- 
змолинейвыхе координата ка другой такой же сиетелмь, 

Для доказательства первой теоремы припомнимъ, что уравнене 
какой-угодно алгебраической кривой можетъ быть приведено къ виду 
Р (х, )=0, гдь М (*, у} многочленъ относительно = и у, т.е. предста- 
вляеть сумму конечпаю числа членовъ вида Ара! и, гдЪ Ад. —по- 
стоянный коэффищенть, аТи ® цБлыя положительныя числа. Подъ 
степенью члена Азуай уй будемв подразумфвать сумму 7 -|- № подь 
степенью све полинома, являющагося суммой конечнаго числа членов» 
такого вида, будемв подразумфвать наибольшую изв степеней его 
членовъ. Такъ, многочленъ 


Аз р -- Вх бу 


будетъ 7-й степени, 
А, П. ОШЕБОРСКИЙ, АНАЛИТИ9. ГЕОМЕТРИЯ. 5 
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Для перехода отъ старыхъ координатъ (», у) къ новымъ (т', у’), 
какъ мы видфли, имфемъ формулы преобразованя вида: 


я 


ы ра, у аи, 0... (9) 
ГДЪ а, 6, с, а, Ви, в, н®которыя постоянныя. 

Вволя вмЪсто м, / ихъ значен!я черезъ х’, у’, преобразуемъ каж- 
дый членъ уравнеыя Р (т, у) = 0, въ сябдующи: 


(а-я у, 


откуда видимъ, что уравнене (<, /)}==0 преобразуется въ уравнеше вида 


Е, (и, 


гдз 1 (г. у) опять многочленъ относительно я’ и у’. 


Такнмъ образомъ, всякое алиебранческое уравнеше при замфнЪ 
одизхъ прямолинейныхъ коордннатъ другими преобразуется въ аллеб- 
Ранлесое же уравнен. 


Покажемъ, что трансцендентное уравнеше не можеть при этой 
замънЪ координать обратиться въ алгебранческое. 

Въ самомъ дфлф. пусть 7 (х, у)=0 представляетъь трансцендент- 
ное уравнеше. Положимъ, что путемъ преобразовашя координатъ (х, у) 
въ (:', и} при помощи формулъ (40), разсматриваемое уразаиеше мож- 
но преобразовать въ алгебраическое уравнене 


В: и) = 0, 
гдз ИР (х, У} многочленъ относительно (х', у’). Тогда, обратно. выра- 


кая (", у’) черезъ (2, у), мы отъ алгебраическаго уравнешя №! (2',у’)==0 
должны притти къ прежнему трансцендентому уравненю 


Уи = 0, 


а это, какъ мы только что видЪли, невозможно. 


Такимъ образомъ первая теорема доказана, откуда слЪдуетъ, что 
длене кривыхъ по ихъ уравневямъ въ Декартовыхъ` координатахъ 
на трансцендеюиных и амебраичеемя не зависить отъ выбора коор- 
динатъ и, слБдовательно, тьсно связано съ геометрическими свойствами 
самихъ кривыхъ. 


38. Перейдемъ къ доказательству второй теоремы, а именно по- 
кажемъ, что степень алгебраическаго уравненя не зависить оть вы- 
бора той, либо другой системы прямолинейныхъ координатъ. 
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Въ самомъ дьлЪ, пусть имЪемъ алгебраическое уравнен{е 
Ру =о 
гдЪ РЁ (х, и) многочленъ степени *. 

Если отъ координатъ (2, у) перейдемъ къ любымъ координатамъ 
(=, у) помощью формулъ преобразовавя (40), то тогда любой членъ 
уравненя Р (=, у) = 0 вида 

Ада и 
преобразуется въ многочленъ 
да" оу (ыы оу 
степени не выше 1 -- ® а, слфдовательно, уравнеШе э-й степени 
Р (5, = 0 преобразуется въ уравненше 
и, у) = 6 

степень котораго не будетъ превосходить ®; другими словами, при 
преобразован Декартовыхъ координать степень алгебраическаго урав- 
неня повыситься не можетъ. 

Отсюда легко вывести, что она не можетъ и понизиться. Въ са- 
момъ дьлъ, положимъ, что путемъ преобразования координать можно 
перейти отъ уравненя 

Ра =0 
степени ® къ уравненю 

В (у) =0 
степени меньне я. Если теперь, обратно, координаты (х', у’) выразимъ 
черезъ (х, у), то, очевидно, перейдемъ отъ уравненя 


В, (2, у) =0 
степени меньне # къ прежнему уравненно 
Е (у) =0 


степени », т. е. болышей степени, а это, какъ мы только что видЪли, 
невозможно. 

Такимъ образомъ и 2-я теорема доказана; другими словами, сте- 
‚лень алебраической кривой не зависить оть выбора овей. координать, а 
зарактеризуеть свойства самой кривой. 

Замътимъ теперь, что анамипическая чеометря занимается  изуче- 
зйемь свойстаь только амебраическихь кривых. 

Кь разсмотрЪнйю свойствъ этихъ кривыхъ мы и перейдемъ, на- 
чавши изучене ихъ съ кривыхъ 1-й степени, т. е. съ кривыхъ, общее 
уравнеше которыхъ имфетъ видь 


де В+ С =0. 


ГЛАВА НН. 


Прямая лин! я. 


39. Начнемъ съ разсмотрЪн!я частныхъ случаевъ, когда въ урав- 
нене 1-й степени входитъ только одна координата, т. е, съ тЪхъ случаевъ» 
когда имъемъ одно изъ двухъ уравнен!й: 


Аг С=0. ВО 


Если и С=0, то эти уравнешя обратятся соотв®тственно въ урав- 
неня х=0и у ==0. Разсмотримъ 1-е изъ нихъ, т. е. х=0. Оно пред- 
ставляетъ геометрическое мЪсто точекь, абсциссы которыхь равны. 
нулю. Изъ самого опредфлешя координатныхь осей явствуетъ, что; 
этимъ геометрическимь м8стомъ будетъ ось у-овъ, 

Точно такъ же уравнеше у == 0 будеть соотвфтствовать оси х-овъ. 

Допустимъ теперь, что коэффищентъ С отличенъ отъ нуля; тогда 
разсматриваемыя уравненя приводятся къ одному изъ видовъ #=# 
или у=5. Разсмотримъ 1-е изъ нихъ. Оно представляеть геометриче- 
ское мЪфсто точекъ, абсциссы которыхъ равны & (черт. 47). 


черт. 47. 


Легко видфть, что такимъ геометрическимь мЪстомъ является 
прямая, параллельная оси у-овъ, въ самомъ дЬлЪ, на оси л-овъ отло- 
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жимъ оть начала координатъь отрфзокъ мфры, равной а, и черезъ ко- 
нець этого отрфзка проведемъ прямую А’Н, параллельную оси у-овъ. 
Беря любую точку М на этой прямой, видимъ, что ея абсцисса всегда 
будетъ равна а; для любой же точки внЪ этой прямой абсцисса будетъ 
или > а или < а, а, сльдовательно, ураенене са, ‘или, что то же, 
Зравнеме 4з--ОС==0 представлиеть уравнеше прямой, параллельной осн у-055. 


Точно такъ же можно доказать, что уравнение у=—® или Ву--О==0 
япредставллеть прямую, параллельиуо оси х-вз, 
40, Перейдемъ къ общему. уравненю 


да ВУ б=0. ин... (41) 


и покажемъ, что можно всегда такъ преобразовать кординатныя оси, 
чтобы это уравнен1е приняло одну изъ разсмотрфнныхь нами формъ; 
а такъ какъ въ новыхъ координатахъ уравнеше наше, какъ мы только 
что видфли, представить прямую, то отсюда заключаемъ, что общее 
уравнен;е 1-й степени представить тоже прямую. 
Чтобы привести уравнене (41) къ желаемому виду, введемъ вмЪсто 
(2, у) новыя координаты (2’, у'), отличаюнцяся отъ нихъ направленемъ. 
Какъ мы уже знаемъ, координаты (=, у) выразятся черезъ координаты 
(2, у) слЪдующимъ образомъ: 
вк. 8" п (ау зв (#—8) у изтау тв 
т ® 2“ то ы 


ГДЪ © уголъ между старыми осями хи у, в уголь между осью хи 
новой осью 2’ и В уголъ между осью 2 и новой осью у’. 


Подставляя въ уравнене (41) вмьсто х и У ихь выражены, 
получимъ 
[Аз (в2-а) - В за] 2 СА $ («—В) + В эт] у Сзто-0 ... (42) 


Теперь постараемся подобрать уголъ В такъ, чтобы коэффещенть 
при у’ обратился въ нуль, т. е., чтобы 


4 эт (8) Вт 3=0. 
ПослЪднее соотношене напишется такъ: 
А (то с03 бт В с0$ в) ЕВ 5 8-0, 
откуда имемъ 


Аш о 
#8 = 4 с0$—В 
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Отсюда и опредфлимъ уголъ В. 
Уравнене (42) обратится посл этого въ уравнене 


А, “Е 0, ==0, 
гдЪ - 
А, =Азт (в —-Вяпа, С; = Озшо, 

& послднее уравнеше представляеть  уравнеше прямой, парал- 
лельной оси у’. 

`Такимъ образомъ, приходимъ къ слфдующей основной теоремЪ: 

Велкое уравнеме 1-й степени отноенельно Декартовыхь координать 
предолавляеть пюлмую. 

41. Докажемъ обратную теорему, а именно, что между Дехарто- 
вым координатами” любой точхи накой улодно прямой сущевтвуеть 
опредьлениая зависимость 1-й степенн. 

Если прямая параллельна одной изъ осей, то, очевидно, ея урав- 
нен!е представится либо въ видЪ х==а, либо въ видЪ у-=р. Такимъ 
образомъ, въ этомъ случаф наше утвержден справедливо. Исключимъ 
этотъ случай и положимъ, что имфемъ иЪкоторую прямую Г’ 41 (черт. 
48), не параллельную ни одной изъ осей. Дадимъ ей нЪкоторое направ- 
лен!е, причемъ выберемъ это направлеше такимъ образомъ, чтобы 
оно составляло съ положительнымъ направлешемъ оси х-овъ поло- 
жительный уголъ « меньций т. Прямую съ этимъ направлешемъ‘обозна- 
чимъ черезъ 4. 

Замфтимъ, что въ силу соотношеня 


(а, НУ, =, 
имфемъ, что 
(= Пе -а 


ГдЪ в уголъ между осями координатъ. 


мерин. 48. 
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Обозначимъ черезъ $ мЪру отрЪзка, дьлаемаго нашей прямой на оси 
у-овъ, т. е. положимь ОВ-Ь, и возьмемъ на нашей прямой какую 
либо точку М съ координатами хи у, причемь х=0ОКи у= ИМ. 
Разсмотримь двЪ ломаныя, проведенныя между точками О и Да 
именно: (ОКМ) и (ОВлГ); нетрудно видфть, что 


(0Ю + (КМ) = (0В + (ВМ). 
По извЪстной теоремЪ изъ теори проекШй имфемъ 
пр ОК + пр КМ = пр ОВ + пр ВМ, 
или, слЪдовательно, 
пра + пр и = пр 6 + пр В2/. 
Сироектируемъ ортогонально наши ломаныя сперва на ось л-овъ 
затЪмъ на ось у-овъ. 
Вспомнивъ, что мфра ортогональной проекци какого-либо отрЪзка 
равна мЪрь самого отрфзка, умноженной на с0з угла между направле- 


ными основаня отрфзка и оси проекщй, найдемъ при проектировани 
на ось =-овЪ 


х-- 905 ® =6 с0$ ® + В! созэ, 
и при проектирован!н на ось у-овЪ 


х с05 «+ у=Ь-Е В4/с0$ (&—а). 


Перенося въ лфвую часть въ обоихъ равенствахъ всЪ члены, за 
исключещемъ члена, заключающато ВЛ, и дьля почленно полученныя 
равенства, найдемъ 


=--(у—5) созо с05 а 
х соб е+у—6 —  с05 «-а)' 


откуда им5емъ 
= [03 (® — &) — с054 0$ «] | (у — 8) [605% с0$ (в — «) — 05°] = 0. 
Пользуясь извъстными формулами тригонометр!и, найдемъ 
5 Упозта | (7—5) [11 Уп а с05% — 034 (1—5603*® | = 0 
или 
% тю Ш я— (у— 6) 5т ® $11 («—а) =0. 


Такимъ образомъ, если уголъ, составленный нфкоторой прямой 
съ положительнымь направлешемъ оси х-овъ, равенъ а, и при томъ если 
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эта прямая отсфкаетъ на оси узовъ отрфзокъ мЪфры 5, уравневе 
такой прямой будетъ 
а 
п а... (43) 


зш («—в) 


Итакъ, всякой прямой соотвплиствуеть которое уравнене 1-& степени. 
42. Разсмотримъ слЬдуюнЧй частный случай: положимъ, что нана 
прямая проходить черезъ начало координатъ; тогда м$ра отрЪзка 
Ф равна нулю, а потому уравнене прямой, проходящей черезъ начало 
координатъ и образующей съ осью =х-овъ уголъ а, будетъ вида 


эт 
#= .... (44), 
если положимъ въ уравнени (44} 
п ( 
то уравнеше это приметъ видъ 
Ах Ву. 
Если бы оси были прямоугольны, т. е. если бы х ‚ то уравне- 


ня (43) и (44) обратились бы соотвфтственно въ такя: 


уаз а--Ь , у=ЕЯШЯ. 


43. Покажемъ теперь, что общее уравнене первой степени мы 


можемъ всегда привести къ виду (43). 
Въ ‘самомъ дЪлф, рышая уравнене 


аз Ву+С=0 
относительно у, что всегда возможно, когда В не равно нулю, т, е. 


когда прямая не параллельна оси уовъ, мы приведемъ его къ виду 


р _ в. 
"=" в 


= ие + я, 
ГДЪ 


т =— 


Сравнивая теперь полученное уравнеме съ уравнешемъ (43), 
найдемъ, что й 
_ ша 
эта) * 

Слфдовательно, наше преобразован!е будетъ возможно въ случа, 
когда можно найти такой уголъа, который удовлетворяетъ послёднему 


я 
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соотношению. Это послЪднее мы можемъ привести къ виду 
(1 о 60$ & — с05 ® па) т = Мп @ 
откуда . 
т по 

1-м соо *°* 

зъ послфдняго выражен я видимъ, что по данному жи в 
всегда найдемъ уголь а < т, т. е. уголь, составляемый прямой, дан- 
ной уравнешемъь у — ме-- я, съ положительнымъ направлеемъ оси 
х-овЪ. 

Изъ выраженя (45) видимъ далЪе, что уголь этоть зависить 


только отъ коэффишента э: нашего уравненя; вотъ почему этотъ 
коэффищентъ носитъ назваше узловою коэффилиента. Если оси коорди- 


94 = 


(4... (5) 


нать прямоугольны, т, е. если ® == тогда 


я 


т — т, 
а, сльдовательно, в5 прямоуюльной енстель коордииать умловой козффи- 
зиениь равейь №’ у ума, образуемаю прямой 5 положительнымь направ. 
лешемь оси т-0вз. 
и уравнене прямой дано въ общей формЪ 


Аж -- ВУ0-0, 


то угловой коэффишентъ въ уравнении прямой равенъ — а,  слъ- 


а 
В 
"овательно, уголъ а, составляемый прямой съ положительнымъ напра- 
вленемъ оси х-овъ, опредфлится изъ соотношения 
4 зто 
= Даун... 9 

Если въ общемъ уравнеши прямой будемъ измЪнять коэффи- 
щенть С, или въ уравнении у= зн +5 коэффищентъ 2, то значеше для #9 1 
измЪняться не будетъ; другими словами. всю прямыя, уравиешя кото- 
рыь отъзичеютея зполько независнаиымь оть хоординать членоль, паралаельны 
между собою. 

44. Выведенное нами выражеше для #0'а угла, образуемаго прямой 
съ положительнымъ направлешемъ оси х-овъ, даетъ намъ возможность 
рЪшить сльдующий вопросъ: мо даниымь уравнемямь двуть прямые 
найти уоль между нии. ” 

Допустимъ, что прямыя наши даны уравнемями 


у= яп, 


7% 


уинят а. 
Обозначимъ первую изъ нихъ черезъ А, а вторую черезъ В, и кромЪ 
того, обозначимъ черезъ а и В углы, составляемые соотвЪтственно 1-й 
и 2-й прямыми съ положительным направленемъ оси х.овъ, т. е. углы 


у 


черт. 49. 


(Х, А) и (Х, В); черезъ ® обозначимъ уголъ (Л, У) между осями ко- 
ординатъ (черт. 49). Пусть 9 представляеть уголь между прямыми 
и В, т.е. уголъ (4, В}. 
Изъ соотношеня 

(СХ, А) + (4, В) + (В, Х) = т, 

ГДЪ цфлое число и (В, Х) = 2= —— В, найдемъ, что 
0—=(4, В = 8 — «= 2 + (3-9), 

гдЪ № цфлое число; а потому 


На основани предыдушаго для {23 и 22 имфемв таюя выра» 
женя: 
те Ш ть 
5 Т--, 608 в’ ы 1 м 505 ® 


Подставляя эти значейя въ выражене для #20, послЪ простыхъ 
преобразованй, найдемъ, что 
би, — т) шо 
п = ие - 
9 1 ии би + т)) с03 ® (47) 
Если уравнешя прямыхъ даны въ общей формЪ, т. е. въ видЪ 
Аз + ВУ- О =0, А - Ву 9 =0, 
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то, какъ мы знаемъ, ихъ угловые коэффищенты будутъ соотвфтственно 


А 53 


т, т = — 
В ' 


а, слЪдовательно, выражеше для 49 9 приметъ видъ 


(АВ, ВА) те 


ЧА, Е ВВ, — (АВ, + А.В) оз 


и .. (48) 

45. Когда уголь @© между прямыми равенъ нулю, т. е. когда 
прямыя параллельны, то и 5 9=0, а, слфдовательно, уелобе нараи- 
лельностти двухь прямыхь будете 


и, —т=0 
или 


АВ, — ВА, =0. 


Въ услове это не входитъ уголъ ® между координатными осями, 
слфдовательно, оно имфетв одну и ту же форму, каковы бы ни были 
оси координатъ, косоугольныя или прямоугольныя. Словами это 
услов!е можно выразить такъ: если прлмыя параллельны, то ить уло- 
вые хоэфбфищенты равны. 

Если теперь положимъ, что прямыя наши перпендикулярны; т. е. 


что уголь @ —-;- ‚а, слЪдовательно, © ==, то въ силу того, 
что числитель выраженя для 199 не обращается ни для какихъ 
конечныхь значенй коэффищентовъ въ 2, долженъ обратиться въ 
этомъ случаф въ нуль знаменатель. 


Такимъ образомъ, услов?е пернендикулярности двухь прлмыхз будетъ 


тии +1-+(# +) 6085 в =0, 
или 
АА, + ВВ, — (АВ, + А.В) с03 ® ==0, 


въ зависимости отЪ того, какими уравненями заданы наши прямыя. 
Если оси координатъ прямоугольны, то условйя эти принимаютъ 
очень простую форму, а именно: 


1+0, =0, — АА, ВВ, = 


Словами эти послфдия усломя можно выразить слЪдующимъ 
образомъ: в% случаь прлморольныхо координата пронзведеще умловыть 
коэффишентова @вуть перпендикулярныхь между собою прямыть равно 
эминусь еденнць. 


я 
< 


46. Кром указанныхъ нами формъ уравнемя прямой, мы мо- 
жемъ. получить нфсколько иныхъ, задавая нашу прямую тфми, либо 
другими усло ями. 

Замфтимъ, что измфняя коэффищенты въ уравнефи прямой 


Ах Ву 6=0, 


будемъ отъ одной прямой переходить къ другой. Напримфръ, если 
въ этомъ уравнеши будемъ измфнять коэффишентъ С, оставляя безъ 
измьнешя коэффищенты -1 и В,то, такъ какъ угловой коэффищентъ въ 
уравнени прямой при этомъ не будетъ измфняться, мы получимъ 
уравнешя прямыхъ, параллельныхв между собою. 

Такимъ образомъ, чтобы найти уравнене нфкоторой опредЪленной 
прямой, мы должны по даннымъ условямъ опредфлить коэффищенты 
,В,С. Легко видфть, что намъ достаточно опредфлить не три коэф- 
фищента, а лишь отношене двухъ изъ нихъ къ третьему, такъ какъ 
при умножеши или дфлеши уравнешмя на нЪфкоторый постоянный 
множитель, получимъ уравнеше, эквивалентное съ даннымъ. 

Итакъ, общее уравнене прямой заключаетъ, собственно говоря, 
два неопредЪленныхъ коэффишента, или, какъ говорятъ, да пара- 
летра, а, слъдовательно, для полнаго опредфленя прямой достаточно 
задать два условия. 

Какъ мы уже сказали, отъ задайя тЬхъ, либо другихъ усломй 
зависитъ та, либо другая форма уравненя прямой. 

РЪъниимъ здьсь ньсколько задачъ на опредфлене уравнешя прямой. 

47. Начнемъ со слёдующей задачи: най»и уравнене прямыль, про- 
ходящиль черезз данную точку (ту, и). 

Напишемь уравнеше какой-либо изъ такихъ прямыхз въ видЪ 


де-+ Ви+ С== 4... 49) 


гдъ 4, Ви С пока неопредфленные коэффищенты. Такъ какь точка 
{т и) лежитв на прямой (49), то ея координаты должны удовлетво- 
рять этому уравненио; такимв  образомь, должно имфть мфсто 
тождество ” 


Аз Ви + С=0. (60) 


Вычитая это тождество изъ уравнены (49), получимъ искомое 
уравнение 


А (1-а) РВ) = (4... (6 
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здЪсь козффищенты 4, В произвольны, а, слЪдоваельно, это уравнен!е 
представляеть не одну прямую, а всЪф прямыя, проходящя  черезъ 
точку (11, 1), или, какъ говорятъ, ивлый пучекь прямых. 

Если предположимъ, что коэффищенть В не равенъ нулю, 
другими словами, если исключимъ изъ нашего пучка прямую, уравнене 
которой будетъ 


хм -=0,. и а + (52) 


т. е. прямую параллельную оси у-овъ, то уравнеше (51) можно. 
представить въ видЪ: 


А 
у-и=ф вия). 


А . й 
Положивъ здЪсь —Си==и, найдемь уравнене пучка вЪ видЪ 


убиие- я). е.. - 68} 


ИзмЪняя въ этомъ уравнеши т, получимъ уравнея всЪфхъ 
прямыхъ разсматриваемаго пучка за исключешемъ прямой х=х; 
замЪтимъ, что въ уравнение (53) входитъ одинъ только неопредЪъленный 
коэффищенть я. 

48. Теперь постараемся найти уравнеше прлмой, проходящей черезь 
деть дамиыя точки (2, у!) ч (ть, У). 

„На основани предыдущаго, уравнене прямыхъ, проходящихъ . 
черезъь одну данную точку (х,, 1), можемъ написать такъ: 


А (хх) =— Ву)... 1. 6% 


гдЪ №, Ч и В неопредъленные параметры. 
Такъ какъ искомая прямая проходить еще черезъ точку (го, у), 
то мы должны имЪть тождество вида 


А (хх) =— Во); 


дЪля обЪ части уравненя (54) почленно на обЪ части послЪдняго. 
тождества, найдемъ искомое уразнеше прямой, проходящей через дать 
данныя точки: 


и . 4... : . (55 
и‘ . . (55} 


49. Частнымъ случаемъ рЪшенной нами задачи. является задача: 
найти уравнене прямой въ отрузкахь, дълаеныть сю па осяхь координат. 
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Пусть уравнене искомой прямой будетъ 
де Ви С =0. (еее. 66) 


По условно, прямая отсзкаетъ отъ осей координатъ отрфзки мёръ 
аи (черт. 50), 


т 


черт. 50. 


другими словами, наша прямая проходитъ черезъ точки Хи М съ коор- 
динатами (а, 0) и (0, 6). 

Подставляя въ уравнеше {56) координаты этихъ точекъ, мы должны 
получить тождества 


Аа С =0, В+ С-=0. 


Опредфляя отсюда А и В, подставляя ихъ значеня въ уравнене 
(56) и сокращая уравнене на С, получимъ уравиене прямой в: отртз- 
ахь, дълаемыль ею на осяхь коордииате: 


2.9 
ПЕ етот. - 62) 


50. Перейдемъ теверь къ слфдующему вопросу: найти координаты 
почин пересюченя двуть прямыть, данныхь уравнемями 


А+ Ву С=0, А, = Ву С, =0, 


Такъ какъ искомая точка лежить на обфихъ прямыхъ, то ея 
координаты удовлетворяютъ обоимъ уравненвямъ, а слфдовательномы 
найдемъ координаты искомой точки, рёшая эти уравнен!я; такимъ 
образомъ, координаты точки пересфчешя данныхъ прямыхв будуть 


вс, — Св, _ 46-4 б 
ЯВ АВ’ *- ав ВА, 
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Если АВ, — ВА, отлично оть нуля, то наша точка будеть лежать 
на конечномъ разстояни, если же АВ; — ВА; =0, а числители выражен! й 
‚для х и уне равны нулю, то точка пересфчея нашихъ прямыхъ нахо- 
дится на безконечности: въ этомъ случаЪ, по опредфленио параллель- 
ности, наши прямыя параллельны; такимъ образомъ мы опять пришли къ 
условшо паралельности двухъ прямыхь: 
АВ, — ВА, =0. 


Если и числитель и знаменатель выражен!й для х и у равны 
нулю, то тогда 


т. е. коэффишенты въ данныхъ уравненяхъ пропоршональны, слЪдо- 
вательно, оба уравнешя представляютъ одну и ту же прямую. 

РазсмотрЪнная нами задача даетъ геометрическую интерпретацио 
изслЪдованя рфшенй двухъ уравневй 1-Й степени съ двумя неизвЪ- 
стными. 

Замфтимъ слфдуюце частные случаи нашей задачи: для того, 
чтобы найти точки пересЪчечя прямой 

дж+ Ву =0 
съ какой-либо осью координатъ, мы должны рЪшить уравнене пря- 
мой совмфстно съ однимъ изъ уравненй х==0 или у== 

Такимъ образомъ, полагая въ уравнеши прямой х=0 или у=0, 
найдемъ отрЪзки, дфлаемые ею соотвЪтственно на осяхъ ординатъ и 
абсциссъ. 

Обозначимь эти отрЪзки черезъ а и В, тогда для опредфлешя 
ихъ получимъ уравнен!я 

да +С=0, В +С=9, 

Если С отлично отъ нуля, а одинъ изъ коэффишентовъь А или В 
равенъ нулю, то одинъ изъ отрфзковъ а или В будетъ равенъ безконеч- 
ности; напримфръ, если А=0, то а=59; но при А4==0 уравнене 
прямой имфетъ. видъ ` 


В-+с= 
и, слфдовательно, нан!а ‘прямая будетъ параллельна оси х.овъ. 
51. Допустимъ теперь, что въ уравнени прямой коэффищенты 


А и В одновременно стремятся къ 0, тогда изъ выраженй 
с [2 


в=— 5—=— 
А’ В 
вЪ случаф, когда С не равно нулю, видимъ, что а и В стремятся къ 
«безконечности, а уравнене 


4®-+ Ву+С=0 
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стремится къ виду: 
0.2-0./—06=0, 


тдф, какъ мы говорили выше, С отлично отъ нуля. 

Послфднее уравнеше не удовлетворяется никакими конечными 
значенями (2, {/). 

Если все таки условимся считать это уравнеше уравнешемъ 
прямой, то увидимъ, что эта прямая пересфкаеть всф прямыя пло- 
скости въ безконечно удаленныхъ точкахъ. 

Дьйствительно, координаты (ли) точки пересфченя прямой 


Аз + В+ 6=0 
съ любой прямой 
Ав -- Ви 6, =0, 


находящейся на конечномъ разстояни, какъ мы видьли, будутъ 


„8 -в6 _ А -- АС, 
ав н” ^ АВ В” 


Полагая здЪсь, что А и Встремятсякъ 0, и замфчая, что С отлично отъ 0, и 
что по крайней мёрЪ одииъ изъ коэффишентовъ АД, В, отличенъ оть 
нуля, видимъ, что по крайней мЪрф одна изъ координатъ (хи) бу- 
деть стремиться къ безконечности. 

Такимъ образомъ, на прямой 


О. 2+0. 900, 


тд С отлично отъ нуля, лежатъ безконечно-удаленныя точки вех 
прямыхъ, лежащихь въ разсматриваемой плоскости; воть почему ее 
называютЪъ безконечно-удалениой прямой. 

Итакъ, уравиенбо 


Сб=0, 


зд С отлнино отз нулн, соотвзтетвуеть безконенио-удалениой прямой. 
‚ 62. На основани $ 50 сможемъ рЪшить задачу, каз построить 
зрллию по данному еп уравиеню. 
Для построеня прямой намъ достаточно построить двЪ какя- 
либо ея точки. 
Пусть уравнене нашей прямой будетъ 


Ах + Ву+С=0, 
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Еслн коэффищенть С отличенъ отъ нуля. то, найдя точки пере- 
съчены нашей прямой съ одной и другой осями координатъ и соеди- 
нивши эти точки, мы иостроимЪъ данную прямую. 

При С=0 наша прямая проходить черезъ начало координатъ, 
а, слЪдовательно, одну изъ ея точекъ мы знаемъ. Чтобы найти дру- 
тую точку прямой, подставимъ въ ея уравиене Ах + Ву-=0, вмЪ- 
сто = какое-либо число г, отличное отъ нуля, тогда для и полу- 
чимь нВкоторое опредЪленное зиачене и; точка съ координатами 
(„м пежитъ на пашей прямой, а потому, соединяя ее съ началомъ 
координатъ, мы и построимъ въ этомъ случаЪ искомую прямую. 

53. Теперь перейдемъь къ слфлующей задач: найти ‘уравнеше 
прямой по данной длинь перпендикуляра, опущеннаго изв начала коор- 
дннать на прямую, и ‘угламь, составляемьмь этим перпендикуляромь 
са положительными направлен/ями осей ноординать. 


яерык. 51. 

Пусть р (черт, 51) данная длина перпендикуляра, т. е. отрзка 
(ОВ, азии 3 углы, составляемые отрзкомъ (ОВ) съ направленями 
осей координатъ, причемъ (ОХ, 08) = а, (ОВ, ОУ) == & тогда, обозна- 
зая черезъ ® уголъ (ОХ, 0) между осями. координатъ, мы, въ силу 
соотношенй 


(ОХ, ОВ) (ОВ, 0) + У, ОХ) = 2, 
{0у, ох= 


в, 
найдемъ, что 


(0, 05) 


Неа + (д), 


ГДЪ й цБлое число. 

Пусть ДГ (к, „) какая-либо точка нашей прямой. Построимь ея 
координаты ОК ==е п КИ 
А. П. ПМЕБОРСК АЦАЛНТЫЧ« ГБОХ, 


Легко видфть, что отрЪзокь (0) прелстанляеть геометрическую 
сумму отр®зковъ ОЗ, (КАЛ, (МВ). т. е. 


(ОВ) == ОКУ КА + аи. 
На основам теорш проекцй имфемъ 
пр; ОВ = пр; ОК- пр; Л + пр) МВ. . .. . (68) 


емъ проектировать па направлен (0В} и при томъ будемъ 
брать прямоугольныя проекциг по свойству прямоугольных проек- 
ИГ имфемъ 


пром ОК = = с0$ (УХ, В) = г 08», 
про: К = и со (2 )", ОВ 
приз М =0. 
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Иослфднее равенство имфетъ м®сто потому, что направлемя от- 
р®зковъ (378) и (08) перпендикулярны. Что касается прод ОК. то опа 
равна 2; такимъ образомъ равеиство (58) въ данномъ случаь приметь 
вихъ ` 

и со соя = р. еее. . (59) 


Оно представляетъ зависимость межлу координатами любой точки, 
лежащей на данной прямой, т. е, представляеть уравненге этой прямой, 

Уравнеше (59) носитъ назван уравненя прямой в5 нормальной 
Форлиь и представляеть одну изъ важифинихь формь уравнешй 
прямой. 


Если оси координатъь прямоугольны, т. е. если ® ==; , то урав- 


пене прямой вЪ нормальной формЪ въ силу равенства В = 2#= 


будетъ вида 


а соя ту зтир= (60) 

54. Покажемъ теперь, что уравненше всякой прямой въ общемъ 
видЪ можно привести къ нормальной формЪ. Въ самомъ дЪлВ, пусть 
дано уравнеше 


Ах Ву+ (61) 


представляющее ту же самую прямую. что и уравнеше (59). Уравненя 
(59) и (61), какъ эквивалентныя, должны отличаться только нЪкоторымъ 
постояннымь множителемъ М; другими словами, мы должны имЪть 
равенства: . 
а) #1 = созэ, 5) ЯВ == с0$ В == 08 (®-—2), с) ЯС==--р. 


83 


Полученная система уравнен допускаетъ опредфленныя ршешя 
относительно неизвЪфстныхь А,х и р. Такъ, пользуясь извЪстной три- 
гонометрической формулой, напишемъ ‘уравнене {Ъ) въ вид® 


ЕВ-= С08 (и — 2) =с08 ® 60$ &- Мп я 5 в, 


откула, подставляя вмфсто с05$ д его значене изъ соотношеня (а), 
имфемъ 


Л (ВЬ-Л 0$ ®) = 51 ® эта. 


Возведя это равенство въ квадратъ, найдемъ 


Те (В: -- 42 соо —2 АВ с0$ в} =? о Ш 


или, помня, что $11? я = 1 -—- 1? 42, получимъ 


12 (412 с05? в + В* —2 ЛВ с08%®) -= то (1 — И? Аз), 


откуда легко найдемъ, что 
... 62) 


2 АВ созь 


+ Ут+я—24 


Покажемъ, что полученная нами величина для # дЁйствительна, 
т. в. что подъ радикаломт, находится положительное число. 
Такъ какъ числа А и В дЪйствительны, то всегда ‘иметь мЪсто 
неравенство 
{А со —. В} 


откуда, подставляя 1 — $11? выфсто с05?®, найдемъ 


= В*—2 АВ с0з 


Нато. . . . (63) 


Если {| отлично отъ 0, то правая часть нерзвенства всегда поло- 
Жительна, а, слЪдовательно, положительна ин лфвая его часть; если же 
„А —=0,то лЪвая часть неравенства обратится въ В", т. е. `будетъ всегла 
больше нуля, 

Остается еще показать, что значенЯ для с034 и с05 (и—2), рав- 
ныя ‘соотвфтственно ЛА и ГВ, по абсолютной величин не будуть 
превосходить единицы, т. е. что углы 2х и ® — 2 дЪйствительны. 

Послёднее вытекаетъ, какъ легко видфть, изъ неравенства (63) и 
изъ аналогичнаго неравенства 


{А-В 505 = 


приводящагося къ виду 


Обрятаясь къ уравненио (с), видим. что оно опредфляеть. съ 
одной стороны, величину р. а съ другой, знакъ у раликала, вхоля- 
щаго въ множитель н. 

Въ самомъ дЬлБ, такъ какъ р число положительное, то знакь у 
1 долженъ быть выбранъ такнмъ образомъ, чтобы произведеме СИ 
было отрицателытымъ. Если С::0. т, в. если прямая проходить 
черезъ пачало координатъ. то знакъ у Л остается неопредфлепиыягь. а, 
слЪдовательно. уравнешя (а} и (5) будутъ допускать относительно * 
два рЪышешя: ях н яя; очевидно, въ этомъ случаЪ за положительное 
паправлене перпендикуляра къ данной прямой мы можемъ принять 
любое его направлеше. 

Итакъ. мы показали, что всегла существуеть дЁйствительный 
множитель #. приводяпйй общее уравнене прямой 1+ Вит С ==0 
къ пормальпому виду. Этоть множитель называется норипрующнме 
множителемь данпяго уравиеня. 


Въ случа, когда уголъ ‚т.е. когда оси координать прязо- 


угольны, выражеше для пормирующиго множителя очепь просто, а 
имение 


Такимв образомъ. для того, чтобы привести уравнеме прямой 
къ пормальному виду въ случаф прямоугольной системы коордипатъ, 
пужио его раздфлить на корень квадратный изъ суммы квадратовтъ. 
коэффищентовъ приз и у. взятый сз опредБленнымъ зпакомъ- 

55. Напомнимъ теперь всь различпыя формы уравнешя прямой, 
которыя мы до сихъ поръ вывели. 

1) Общее уравиеше прямой: 


Ае+ Ви С =0 


съ частными случаями г =а и у=ё (прямыя, параллельныя осямь} 


2} ут 0, 


дфлаемый прямой 


гдЪ т угловой коэффищеить, а # отрЪзок 
па оси д"овъ; 


8} 


уравиене любой прямой, прохочящей черезъ данную точку (х1, м). 
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Послфднее` ‘уравнеше мы- можем. представить еще въ видЪ ‘равен- 
ства двухъ отношенй 


фа я (7 (64) 

= еее. 

тдВ. = -— В'и.В = А. й 
ИПриравнивая это-‘отношен!е &, мы: получимъ параметричестя урав- 


неня прямой _ . 


д нау + - 


Параметръ # и координаты. точекъ на, нашей прямой ‘связаны 
‘между собою “азаилно’ однозначной зависимостью, „такъ. какф каж- 
дому значеню $ соотвфтствуеть одна пара значенй (хз), п, ‘сльдова- 
тельно, одна точка прямой, и, наоборотъ, каждой „пар значенй `(2, у), 
удовлетворяющей уравненно (64), (т. е. каждой точкЬ нашей. прямой}, 
соотвтствуеть"бдно `значене ‘параметра {. 

ЗамфтимЪ, что, если прямая параллельна одной изъ осей коор- 
динать, то уравнен{е ея ‘будеть или % == ть Иди у = ив. 

р Въ. этомъ случа вЪ параметрическихь уравнешяхь одинъ изъ 
коэффищентовЪ' а-или Ъ равенъ нулю. ы 

Такимъ. образомъ, воординаты точекъ прямой, проходящей. че- 

рез точку (ть м) ин параллельной соси у-овъ, даются выраженми 


ит 2 


тдЪ.Ь отлично оть, 0; координаты же точекъ прямой, проходящей 
черезъ точку (хр и параллельной оси а-овЪъ, даются уравнешями 


и а, 


2, 


гдЬ асотлично от 0. 

: Нетрудно видЪть; что въ параметрическихь уравнещяхь коэффи- 
щенты аи $ ‘не могуть быть одновременно ‘равны нулю, ибо тоГда 
уравненя эти привелись бы къ виду 


=“, У, 


иначе говоря; `разсматриваемая прямая- должна была быть параллель- 
ной ‘и оси `у-овЪ, и осй 2-овъ, что очеридно, невозможно. 
Далфе мы вывели уравнемя: 


т. е; уравнеше прямой, проходящей черезъ. двЪ точки 
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5) 


уравиеше прямой, дфлающей на осяхъ отрЪЬзкиа иф (уравнеше прямой 
въ отрфзкахъ на осяхъ); 
ваконецъ 

6). и соза-Ну 60$ {®---х) —р=0 


нормальная форма уравненНя прямой. 

Въ различныхь задачахь на прямую выборъ того или другого 
вида уравнейя прямой обуслаял ‘вается условями задачи. 

Разсмотримъ теперь нзке ‘мя задачи на прямую. 

56. Уайпигуравневе прямое, роходящей черезь данную точку (ху, } 
и составляющей сь данной прямой уголь ©. 

Пусть уравнене данной прямой будетъ 


Я=тУ О. 


Такъ какъ искомая прямая проходитъ черезъ точку (2, т), то 
ея уравнеше таково: 
Я— тт (т —9): 
по условию, эта прямая составляетъ съ прямой у=- ме--ё уголъ ©, по- 
этому, вспомнивъ выражеше для &Га угла между двумя прямыми 


(ии—т} ЗИ 
ива -- (т 3-ю) 03 ®” 
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опредзлимъ изъ послЬдняго уравневя угловой коэффишенть ви. 
Мы должны помнить, что уголъ © отсчитывается оть данной прямой 
къ искомой противъ часовой стр$Флки, 

Примючаше. Если уравнене данной прямой будетъ 


Ах+Ву+С=5, 


то въ выражении для #9 © нужно будетъ подставить вмфсто в вели-. 
я 
чину — 1. 
Частные случии 
1) если 9-==0, т. е. если искомая прямая параллельна данно 
то угловой коэффишенть м, равенъ угловому коэффишенту иг и иско- 
мое уравнеше приметъ видъ 


бити е-я 


а 
2) если 9 = 5, те если искомая прямая перпендикулярна 
х 


къ данной и при томъ оси прямоугольны, т, е. и = 5., то 
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ю9=х, 


а потому имЪем 
Рим 


откуда: 


ИН = — 


и = д ии, 


Таково уравнеше прямой перпендикулярной къ данной (въ слу- 
ча прямоугольной системы кобрдинатъ). 
Если дапнная прямая задана уравнешемъ 
из + Ви + 6 =0, 


й . А . 
то угловой козффишентъ ея равенъ — в. 2 потому уравнеше пря- 


мой. параллельной данной и проходящей черезъ данную точку, будетъ 
А-а Вии =0, 
а уравнеше прямой перпендикулярной къ данной, въ случаЪ прямо- 
угольной системы координатъ, будетъ: 
Ва-т) —А фи) =0. 

57. Перейдемъ къ рЬшенйю слЪдующей задачи: найти разстояще 
точки, заданной координатани (х,, уу) от прямой, заданной уравне- 
вене 

ах“ Ву 6=0. 
Изъ начала координатъ () (черт. 52) и изъ данной точки М 


опустимъ перпендикуляры ФА и МЫ на данную прямую; пусть дли- 
ны этихъ перпендикуляровъ будутъ соотвЪтственно ри #. 


черт. 52. 


ел 
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"Легко видфть, что въ случаЪ, если точки Ои М лежать по 
одну сторону прямой СЁ., отрёзки (ОА) и (4!) будуть имфть одно и 
то же направлене; въ случаЗ же, если эти точки расположены по 
разнымъ сторонамъ данной прямой, направлешя этихъ отрзковъ 
прямо противоположны (черт. 533). 


черт, 3%. 


Построивши коорлинаты точки ИГ а нменно” ЭЛ, и К + 
видямъ. ато при всякох, положении точки М отрЁаокъ 10Д} прея- 
авляеть геометри ю сумму отр6зновт: (7. (АЛИ), СИН (НА т.е. 


уе + (КВ ОН 5 (ИА 


и. саЪповательно. па осповаши теор! проекщи имфемъ 


прОд==прок ++ нрАИ -- ор МН + ирНА .., 


Примемь за ось проекий паправлене (04) ибудемъ брать пря- 
моугольныя проекщи. 

Если Черезъ « ‘обозначимъ уготь между осями коорливатъ, и 
черезь 2х уголь между отрзкомь (ОА) и осыо в1, то въ раз 
сматриваехомъ случа равевство (65) приметь видъ 


рев, 608 4 1- иг 608 (® И: о. 60) 


здфсь знакъ ври й зависить отъ того, будеть ли направлеше отр\з- 
ка (ИН) совпадать съ направлен емь отрзка (ОЛЬ, какъ на черте 5 
или же оно будетъ ему прямо противоположно, какъ на черт 
другими словами, будутъ ли начало коордниать О и точка’ М расио. 
ложены по одну и ту же сторону данной прямой илн ио разный ея 
сторопы. 
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УИзь соотиошеня (66) находимъ для искомаго разстояшя й слЪ- 
дующее выражене: 


й = + с05# 


у 60; $ --ь, .... (6 


гдЪ знакъ зависить, какъ мы видфли, оть положешя точки М отпо- 
снтельпо прямой. 

Призлиьчаще. Если прямая проходить черезъ начало коорди- 
нат, то м = 0, н за паправлеше оси проекшй можемъ принять лю- 
бое паправлеше на перпендикулярЪ къ даиной ирямой. 

`Всматриваясь внимательно въ равенство 167), ведимь. что пра- 
вая часть сто пПрелставляеть результать подстаповки коорлипать 
данной точки (и, п) въ выражеше, представляющее ую часть 
уравневй данной прямой, прнведениаго къ пормальному виду; т. е. 
если положимъ, что пормируюний мпожитель уравиенй нашей пря- 
мой будетъ, /, то выражеше лля # представится въ видЪ 


р М (лы В Вы В ©. 69 


Итакн: чтобы найти разстона данной точки оть данной пря- 
мой, нужно привести мравнее прямой кь норнальнолу виду и подета- 
вшиь 55 трехчлень, прейгтаваякнй лъвую часть этого уравненя. кот 
ордннаты данной точки; абголизинов значене полученнага числа п 
представить исколое разстояне. 

Равенство (68) можемъ выразить словами еще слЪдующимь 
образомь: змачене трехчлена Ах-- Ву- С для коорйинеть какой-лтбо 
точки Ч представлять. число, пропориональное разстоянию почки 
М оть прямой Ах + Ву СО." 

58. Прицимая теперь во внимание, что й. какъ длина, число по- 
пожительпое и что для всфхъ точекъ плоскости, лежашихь го олну 
сторопу лапной прямой имет. мсто состпошеше 


АН виа С 


а для точекъ, лежащихъ по другую сторону прямой. соотиошене 


Ь 
в’ 


дн Вы + О = 


видимъ, что значення трехчлена Ах + Ву+С дая координать 
поцекь, лежащихь по одну и ту жесторону примой А УС 
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будуть папьть один и тоть же знакь, для координать ее точекз. 
лежащиле по разныя стороны нашей прямой значешя  трехчлена 
Аз-т Ву С будушь разныхь знаковь. 

Другими словами, прямая 


Ал - Вт С=0 


дфлитъ всю плоскость на двЪ полуплоскости: для координать точекъ 
одной изъ нихъ. значешя трехчлена 4 Риф С положительны, 
дяя коордипать точекъ другой опи отрицательны. 

Первую полуплоскость ^ завемъ положительной полуплоскоетью 
трехчиена Ах +- Ву + С, втор, + же отрицательной. 

Такимъ образомъ. паиримръ, рашешемъ неравенства 


Ак + Ву С 0 


служатъ координаты точекъ положительной полуплоскости этого трех- 
члена. 

Какъ же графически построить эти рьшеня неравенствь или 
другими словами, какъ опредфлить по какую сторону прямой 


4+ Бут с 


трехчленъ Л--Ву--С положителенъ, а по какую отрицателень? 

Для того, чтобы отвЪфтить на нашъь вопросъ, достаточно. знать 
знакъ трехчлена для координатъ одной какой-либо точки, не лежащей 
на прямой. Если, напр`, прямая не проходить черезъ начало коорди- 
патъ, т. е. если С отлично отъ 0, то значеме нашего трехчлена для 
координатъ начала будетъ С, а слёдовательно, если С >> 0, то начало 
координат находится въ положительной полуплоскости, если же С < 0, 
то въ отрицательной, 

Если прямая проходитЪ черезъ начало координатъ, то для опре- 
дфленя положительной или отрицательной полуплоскости, полагаемъ, 
вапримёръ, х = Ти у==0 и изслЪдуемь при этомъ знакъ двучлена 


ЙЕ 


Ву. 


Если > 0, то положительная часть оси х-овЪ лежитъ въ положи- 
тельной полуплоскости двучлена, если же 150, то она лежитъ въ его 
отрицательной полуплоскости. 

59. На основаши сказаннаго легко рфшается слЪдутощая задача: вы- 
дфлить помощью неравенств» части плоскости, ограниченныя прямыми. 

Для ‘поясненя рырпимЪ дв частныя задачи. 
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Задача (\). Выдфлить неравенствями части плосиости, заключен- 
ныя въ разныхъ углахъ, которые образуютъ между собою ирямыя 
2-40 и За 2 = 6. 

Для построевя этихъ прямыхъ замътимъ, что отрфзки, дБлаемые 
первой прямой на осяхъ, соотвзтственно равны 2 и 4; что каса- 
ется второй прямой, то она проходить черезъ начало координать и, 


3) 
наприм., черезъ точку съ ‘координатами (+ >) ‚ Подставляя 5 = 0 


ину =0 въ трехчлень -- 2х - „+4, найдемь что соотвфтственное зна- 
чезе его будетъ равно - 4, т. е, начало координатъ’лежить въ поло- 
жительной полуплоскости трехчлена +4; это обстоятельство 


черт. 51. 


мы обозначемъ на чертежф значками --, поставленными вдоль прямой 
{1) въ положительной полуплоскости (черт. 54). Подставляя 2:==1, у=0 
въ двучленъ 32: 2у видимъ. что для точки {1,0) этотъ двучлень поло- 
жителенъ, слЪфдовательно, положительная часть оси #-овъ лежить въ 
положительной полуплоскости двучлена З2-+ 2. Теперь уже нетрудно 
видфтЬ. что для точекъ, лежащихъ въ ТуглЪ имвють мЪсто неравенства: 


— 2% о у+4 30. Зах 


для точекъ, лекащихъ воП углё - 2 — т 40, 3. 9 <0 
.. „ т О а 37+ хо 
вв М. — Жфу+т4>0 Ро 


Задача (2). ВыдЪлить при помощи неравенствъ точки, лежаня 
внутри треугольника съ вершинами 2/ (2, 0}, 4, (0, 1), М, (3, 3). 
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Напишемъ` ураввеня. грямыхъ. ЛАМ, 24,1! ММ, какъ прямыхъ; 
опредВляемыхъ двумя точками (черт. 55). Какъ нетрудно-видфть, урав- 
неня эти будутъ 


мер. 55. 


для ЗИ, . : (и. и. 
для г. 
для ЗЕМ, .: (и 
Такъ какь точки. лежащя внутри. треугольника, лежать ‘по. ту. же 
сторону относительно любой сторопы треугольника, что и профивопо- 
лбжная этой сторон ”- вершина, то ‘для того, чтобы узнать знаки 
‘трехчленовь #-2и.- 3,26 — Зи-НЗ и.Зх -- у--б’для точекъ лежащихь 
ввугри” треугольника, надо ‹узиать ихъ’ знаки соотвЪтственно_ для. 
координать точекъ М. АГ. ы 

Зйачене; перваго изъ этихъ трехчленовъ для кбординать точки 
М з: равно. 7, второго ‘для кбординать точки АН равно 7 и третьяго 
‘для кобрдинатъ точки Л/; равно — 7.' ' | у 

Отсюда ‘заключаемъ, что координаты точекъ, лежашихъ. внутри’ 
нашего ‘треугольника, удовлетворяютъ неравенствамъ- 


ду 2> 0,25 —Зу1 8 > 03-650. 


Резюмируя все сказанное о неравенствахъ, приходим къ. саЪ- 
дующему. заключено: неравенства . первой степени выдъляють ‘часть 
плоскости, ограначенния. прямыми. ` -^ 

66. Посл того, какъ мы. нашли выражене для разстоянйг дан- 
мой“ точки `отъ ‘данной прямой, можно легко рышить слёдующую 
задачу. 
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Наиля площадь треугольника по деннымь координатамь его 
вершина. . 

Пусть координаты вершинъ треугольника будуть М, (2. у), 
Мб Ма 0% у.) (черт. 56}; ностроимъ соотвфтствуюця имъ точки 


чер. 56. 


М.М. М, Какъ извЪстно, площадь треугольника равна половин® 
произведеня изъ основашЯя на высоту, т. ®. 


А=ММ, „м. 


тдь МЫ, длина перпендикуляра, опущеннаго изъ точки М; на пря-- 
мую М, М, а 4, М, длина стороны М, М» 

Что касается длины отрфзка М1, то мы найдемь ее, поль- 
зуясь формулой для разстояя между данными точками, а именно: 


} (У: 54) с0345, 
ГДЪ ® уголъ между осями координатъ. 

Для того, чтобы найти длину отрфзка /М./, или, что’ то же, раз- 
стояше точки М. отъ прямой М, М,. мы должны найти уравнеше этой 
прямой, затЪмъ привести это уравнеше къ нормальному виду и подста- 
вить въ выражен, представляющее л$вую часть этого уравненя, вмЪсто 
перемённыхъ координатъ (=, у) координаты точки М, т. е. числа 
(к, уз}. 

Уравнене прямой Л; М, какъ проходящей черезь дв точки 
будетъ 


х--х = 


тли 
пам) мм) -би-х) (уу) =0, 


Такъ какъ коэффищенты при х и у въ этомъ уравнени равны 
соотв®тственно (у; — и.) и —- (х, -— Х), то нормирующ множитель эз’ого 
уравнешя будетъ 


+ зто 


и 


у ва = 9“ у 


а потому искомое разстояне булетъ 


оу (9— 


Подставляя эти значешя М.М, Мз/. въ выражен для площади 
треугольника, найдемь, что искомая пяощаль будеть 


оз о ух-хо Ружеехр Ку -х). ‹. . 69} 


Такъ какъ площадь выражается положительнымь числомъ, то 
знакъ въ нашемъ выражении нужно выбрать такимъ образомъ, чтобы 
правая часть представляла положительное число. 

Нетрудно запомнить найденное нами выражене для площади тре- 
угольпика: въ самомъ дЪл%, въ скобкахъ всф члены получаются изъ 
одного у(х—2), когда мы произведемъ всЪ круговыя подстановки 
надъ индексами 1,2, 3, 

Замфтимъ, что’ подъ круговыми подстановками размЪщенй эле- 
ментовъ а, 0, с.....х подразумфваютъ таюя, когда. каждый  эле- 
ментъ замфщается саБдующимъ. а послёдий  первымъ; такимъ 
образомъ, посл первой круговой подстановки мы  приходимъ 
кь размъщенио № ....... ка, посл второй къ разывщенио 
с... каб и т. д; если число элементовъ равно п, то послЪ и подста- 
новокь мы приходимъ къ первоначальному размфшенйо; если мы 
выполиимъ послздовательно #--1 круговыхъ подетановокт надъ и дан- 
ными элементами, то мы говоримъ, что выполнили надъ ними всЪ 
круговыя подстановки. . 
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Зная, какъ нахолится площадь треугольника по координатамъ 
его вершинъ, нетрудно найти площадь любого многоугольника по 
даннымъ его вершинамъ; для этого разбиваемъ многоугольникь да: 
гоналями на треугольники и по предыдущему находимъ площади 
этихь треугольниковъ. Сумма этихъ площадей и дастъ площадь 
искомаго многоугольника. 

61. Рьшимъ еще одну интересную задачу: найти формулы прео- 
бразованя координать, егли за новыя координатныя осп приняты 
прямыя, заданныя уравнешяии 


и ВС 


0, ди ВиО =0. 


Чтобы данныя прямыя` могли быть приняты за оси коордн- 
натъ, онф не должны быть параллельны между собою, сл5довательно, 
выражеще 1, — 4. В не должно равняться нулю. 

Примемъ вторую изъ нашихъ прямыхъ за новую ось у’ (черт. 57). 
Возьмемъ нфкоторую точку 4/ (1,у) и построимъ ея координаты по 
хотношенио къ новымъ осямъ; координаты эти будуть (А = 


перт, 87. 


Т.-=и. Черезъ х обозначимь уголь между нашими новыми коор- 
динатными осями: какъ извЪстно, мы всегда можемъ опредзлить этотЪ 
уголъ, зная уравнешя нашихъ новыхъ осей. 

Если изъ точки М опустимь перпендикуляры МР и Л/\Х на оси 
жи у, то, какъ легко видфть, ломаныя {С’АЛЬ и (0’РМ), (М и 
(0'№24) имыотъ одну и ту же геометрическую сумму, равную {0" 2) т.е. 


(ОК) (КМ) = (© + (ФА, 


(О + (ав = ММ. 


Изъ этихь геомстряческихь равенстль вытекають алгебраическя 
равенства; 


пр ИК тор ИМ =: пр УР-сир РМ 


(70) 


пр "Ё-пр БМ -=пр ОМ: пр ММ. 

Въ первомъ изъ этихь равенстеъ будемъ проектировать ортого- 
вально на прямую Р.., перпендикулярную къ прямой 0’ д‘; на осно- 
ван! извфстнаго соотношеня между углами, образованными тремя 


прямыми въ плоскости, изъ усломя (Ри, а’) 


найдемъ, что 


ь 


м. Р, 2}, 


гл & цфяое число. При этомъ проектироваши первое изъ равенствъ. 
(70ь приметъ видъ 


>” 605 А НУ сов (и, Ге) == 0’ Роз ХК МР 


52; ! 


ИЛИ 


‚ МР 
МР. 
ая 


Точно такъ же, если во второмъ изъ равенствъ (70} за ось ‘про- 


екщй примемъ такую прямую 2, 


‚ что (УР, } то тогда най- 
у’ 97: 


демъ, что бу, 5) = — 


э” 2), и второе изъ равенетвъ (70+ при- 


ведетъ насъ къ соотношенно 


Но длины ИХ и МР представляють разстояшя точки М ооть данныхь 
нрямыхь, а потому, обозначая черезь Ён И, соотвтственно , норми- 


руюцце миожители уравнешй этнхъ прямыхъ, получимъ, что. 


ММ- 


+: Ави: 6) 


ЕМЕ-ЖИ( Ав Ви 0), 
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Отсюда уже легко найти искомыя формулы преобразованя: 


Л 


1 —--( 1х4 Ву+ С), 

п; .. (5 
РЕМ. АХ ВУ+С 
УЕ Я ых т ВУ }. 


Что касается знаковъ въ этихъ формулахъ, то они вполнЪ опре- 
дфляются выборомь положителынихь направлен на нашихь иповыхъ 
осяхъ. 

Положимъ паприм., что мы выбрали положительныя направлешя 
осей д’ и у такимъ образомъ, чтобы положительная часть оси х’ ле- 
жала въ положнтельной полуплоскости трехчлена 


м _ 
та 


(Ах Ву С), 


а положительная часть оси у’ въ отрицательной полуплоскости 
трехчлена 


(Ах-- Вут С): 


` мы должны взять знакъ илюеь, а 


тогда въ пашей форуму. 
въ формул для у’ знакь мину 
Р5шая уравнеши (7№ относительно х и у, что всегда возможно, 
такъ какъ, ио условпо, 1В,-. ВА, +0, получимь выражены старыхъ 
координатъ черезъ новыя. 
62. Рьшимъ слздующую задачу: даны деф прялыя 


Чит ВУ С=0, АВ О, 


найти уравневе пунка прямыхь, проходящих черезь точку переспче- 
ня пряжыхь {72). 

Задачу эту можно было-бы рЬшить помощью пр!ема, даниаго въ 
$ 47; для этого стоило-бы только найти координаты (1... /ь) точки пере- 
сЪченя 41 ипрямыхъ (72), т. е. рышить эти уравнены. 

Но, какь сейчасъ увидимъ, ля рышеня поставленной задачи 
нЪть необходимости находнть коордннаты (+» а). 

ДЪйствительно, нетрудно видфть, что уравнене 

АБ ВиО (Ае Ву О) = 


0... (13) 


при всЪхь конечныхъ значешяхь ^ представляеть уравнеше прямыхъ, 
проходящих черезь точку А. Въ самомъ дЪуф, координаты (а» у.) 
А. П. ШШЕБОРСКЙ, АНАЯИТИУ. ГЕО 


ии. 


черт 


точки А удоглетворяють уравненямь (2), т. е. имфемь тождественно 


Ак Бы, С =0, „Пл, В Е С, ==0, 


а потому при всякоме 2 ныБемъ тождество 
Азо + Ву, = С+ (Ам + ВИ 6) =0, 


откуда заключаемъ, что, каково бы ни было 7, всЪ прямыя (73) прохо- 
дять черезъ точку -Ё (в. и. 
амфтимъ, что уравнеше {73} не можетъ ни при какомъ конечномъ 
значенти 1 обратиться въ тождество. 

Въ самомъ дЬлЪ, полагая, что при какомъ-либо значеви == 
оно обращастся въ тождество, удовлетворяющееся при всюхё значе- 
щяхь хи у, мы должны были бы получить, что 


АА, = 0, ВА, 2, 


откуда 
А-В. 
4 в 


С - 
а, з 


а это было бы возможно лишь при услови, что оба уравненя (72) 
‚эквиваленты, т. ©. что прямыя, соотвфтствуюншя этнмъ уравненямъ, 
совпадаютъ. 

Мы предположили иеявнымъ образомъ, что прямыя (72} пересв- 
катотся въ конечной точкЪ; если.бы ояЪ были параллельны, тогла 
имфло бы мфсто соотношене 


А 


т: 


тдф множитель пропорцюнальностн, 


Подставляя въ уравнеше (73) вмЪсто «| и В, числа КА икВ, па- 
пишемъ уравиеше (73) въ видь 


дИНОх+ва-нж у+С+)С, == 6, 


а это уравнеше при всякомъ знаеши 7 представляеть уравнеше 
прямой, параллельной прямымъ (72); итакъ и въ этомъ случа6 пря- 
мая (13) при всевозможныхъ значешяхь \ проходить черезъ точку 
пересЪчешя прямыхъ (72) (срави. $ 50). 

Покажемъ теперь, наоборотъ, что уравиене любой прямой, про- 
ходящей черезъ точку 1, можно представить въ вид {73} за исклю- 
ченемь линь прямой 1х + Зну-Р С, ==0. 

Дъйствительно, возьмемъ какую-либо прямую ХТ, проходящую 
церезъ точку -1 и отличную отъ прямой 


Ах В УС, = 0. 

Возьмемъ на ней какую либо точку В (х,, у‚), отличпую отъ точки 4. 
Мы всегда сможемъ въ уравнении (73) такъ опредфлить параметръ ^, 
чтобы уравнене это удовлетворилось координатами точки ВР. 

Дъйствительно, Х должно тогда удовлетворять условно 

Ах + Ву, + С-+А (Ах, + Ву + С, =0, 
изъ котораго, замфчая, что 
Ах - Ву, + С, 

ие равно пулю, такъ какъ точка (хи, у') не лежитъ на прямой 


Ах-+В ут 0 -==0, 
найдемъ 
ах + Ву + С 
Виа" 


Давая это значене ). въ уравнении (73), видим». что это уравнеше 
удовлетворяется координатами точекъ .{ и 1. т. е. представляетъ 
уравнен!е прямой Г. 

Какъ мы вилфли, уравнеше (73) не можеть пи при какомъ ко- 
нечномъ значеши ^ представить прямую 


дез Ву С = 0 


Чтобы избъжать это исключен, мы могли бы вмфсто уравне- 
ам (73) взять уравнене 


ах: Ви бр СВХ р бро, о. 8 
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временно нулю. 
Бели положимъ здЪсь 2 отанчнымъ отъ нуля, то, дЪля уравнене 
3 


гд хн 8 два совершение пронзвольныя числа, не равныя олно- 


(741) на х и полагая ‚, получимъ уравнеше (73); если же `поло- 


жимъ здЬсь х = 0, то уравнение (74) обратится въ уравнеше 
Ныи-- Ву С, == 0. 


Такимъ образомъ, уравненйе (71) представить ве безь иск.поченя 
прямыя, проходямИя черезь точку пересьменя прямыхь (72, оглй 
только мы будемь давать в5 немь а п 3 всевозможныя конечныя зна- 
ченя, не равныя одновременно нулю. 

63. Число 7, входящее въ уравнеше (73) и характеризующее 
ту либо другую прямую пучка, носитъ назваше параметра пучка. 

Для опредфлешя значения \, соотвЪтствующаго изкоторой опре. 
ленной прямой нашего пучка, необходимо задать одно какое-либо усло- 
ве, которому должна удовлятворять разсматриваемая прямая. Для при- 

Ъра рфшимъ нЪсколько задачъ на опредфлеше значен парамет 

Одну изъ такихъ задачъ, именно: найны/ уравнейе примой, иро- 

хоЧящей черезв точку пересьченя прижыхь 


Аг Ну т С=0, АВС, 


и черезь тонну х мы С рничи. 
Разсмотримъ теперь такую задачу: 
черезь точку пересьчея прямыха 


Ах ВУ+0-=0, ды Виз 


провесниг прямую, параллельную прямой ах-Бу-е = 0. 

Уравнсше всякой прямой, проходящей черезь точку пересфче- 
ня прямыхь {75), можно написать въ видЪ (73). Такь какъ искомая 
прямая должна быть параллельна прямой - 


с =0, 


аз--Ву- 


то, по условию параллельности, въ послЬднемъ’ уравнении въ урав- 
нени искомой прямой коэффищенты при + ису должны быть про- 
порцюнальны, т. е, 


Аа: ВВ, 


в | 
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Изъ послЬдняго услов и спредзлимЪъ искомое значене д. 
Перейдемъ къ р®шенио такой задачи: стороны треугольника 
Эаны уравнешями 


дж ВУ+С=0, Аж+ Ви 6: =0, 2 


+ Ву С: 


найти уравневе одной пзз его высоть {оси координатъ прямоугольны). 
Будемъ искать уравнеше высоты, проходящей черезь точку 
пересфчещя сторонъ 


Е РУС 0, де ВУ С, 


Уравнеше любой прямой, проходящей черезъ точку пересфчешя 
этихъ прямыхъ, будетъ 


ди-Е Ву + (че+Ву-- 6) 


Для того, чтобы послЪднее уравнеше представляло высоту, намъ 
нужно подобрать значензе параметра / такимъ образомъ, чтобы полу- 
ченная прямая была перпендикулярна къ третьей сторон®, т. е. къ 
прямой 


0. 


дих Вни 0, 


Изъ услоыя перпендикулярности послфдней прямой и соотвфт- 
ственной прямой нашего пучка мы и опредфлимъ искомое значенве 2. 
Это услове, въ случа прямоугольныхъ осей координатъ, какъ 
извЪетио, таково: 
ААА ВВ) 0. 
Отсюда имфемъ для д значеше 


я в,В 
‚4: В.В 


это значеше будеть конечнымъ. если знаменатель будетъ отличенъ 
отъ нуля, Въ случаЪ же если 


4 


В, В, 


видимъ, что сторона 
Аи Ву С, = 0 


сама перпендикулярна къ сторон® 


1х + Ву + С, 


т. е представляеть искомую высоту. 
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Нетрудно рьшается и болфе общая задача: яайии уравнеше пря- 
люй, проходящей черезь точку пересъиеня прямыхв 
Ах Ву+С=0, Аз Ву-тО, =0 


п образующей св данной прямой уголь ©. 

Рьшеше этой задачи предоставляемъ читателю. 

64. Написавши уравнеше прямыхтъ, проходящихъ черезъ точку 
пересфченя прямыхъ 


дк ВС 0, Ан ВыО, 


0, 


въ вил 


(тает (ВВ уста (75) 


видимъ, что козффищенты въ этомъ уравнен!и представляютъ много- 
члены 1-й степени относительно перемЪннаго параметра / или, какъ 
говорятъ, представляютъ цтлыя линейныя функщи этого параметра. 

Покажемъ теперь, наобороть. что, если 66 уравнеи прямой 
козффииенты цьлыя линейныя „фунюйи нъкотораго перемьинаго 
паралетра ›, то всв прямыя, уравне@Я которыхь получииь, давая 
этому параметру значеня отв — <> 90 --5э, будить проходить череза 
нькоторую неподвиненуию почку, 

Итакъ, мы допускаемъ, что уравиене нашихъ прямых имфеть 
ВИДЪ 


(ААА) (ВА) ЕО Ст 0. 
гдЪ 4,4, В, В:, С. С, опредбленныя числа. 
Ниписавши послфднее уравиеше въ видЪ 
ЕЕВС + (А, = Ву С) = 0. 

видимъ, что, каково бы ни было значеше 2, это уравнеше удовлетво- 
ряется значенями (+, у), удовлетворяющими одновременно уравненямъ 

Ат Ву-(=0, А+ Ву = 0... . 177) 
т. & координатами точки пересБченмя послЪфднихъ прямыхъ. Такъ 
какь уравнемя этихъ прямыхъ вполнф опредфленны, то и точка 
перес®чешя ихъ вполнф опредьлена. Такимъ образомъ. высказанное 
нами положене доказано. 


Если бы прямыя (77) были параллельны, то и прямыя (76) при 
всвхЪ значеняхь 7 были бы имъ параллельны. 


103 


65. До сихъ поръ мы старались всегда найти геометрическое 
значенге всЪъхъ величинъ, входящих въ изслфдуемыя нами уравненя, 
поэтому естественнымь является вопрось о геометрическом значени 
параметра ^. 

Пусть имфемъ дв пересфкающёся въ точкф Л прямыя 1В и 
АВ, уравнешя которыхъ соотвфтственно будуть: и == 0, в: ==0, гдь 
для краткости черезъ и и и; обозначены трехчлены 


=: Ар ВО, в == ЛУ С, 


Пусть #— и, 0 представляетъ уравнене нЪкоторой прямой 44 С' 
(черт. 59), проходящей черезъ точку пересБчешя разсматриваемыхь 
ирямыхъ. Если черезъ (+,у;) обозначимъ координаты любой точки 41. 
лежащей на нашей прамой С, то, подставляя ихъ въ уравнене этой 
прямой, получимъ тождество. Опредфляя изъ него #, найдемъ, что 


и 


черн. 50. 


гдЪ ви а, представляютъ результать вставки въ трехчлены ни и: 
координать точки 2/. Но мы уже знаемъ, что полученныя нами чис- 


ла ци и: равны соотвЪственно = 


множители уравнешй и—=0, и =>0, ар НО длины периендикуляровъ, 
опущенныхъ изз» точки А на прямыя и = О и и 0. 


р тд Ни №, нормирующе 


Подставляя выЪсто й И и; ихь значевИя, получимъ, что 
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Но изъ прямоугольныхъ треугольниковь АР и АМК (черт. 59} 
имфемъ, что . 


МР =р 


И эта, АК == р, = ЛМ 9, 


гдЪ хи хи углы, составляемые прямой и—л и, =0 соотвЪтственно съ 
прямыми и = Они, == 0, откуда для ; получимъ сльдующее значен{е: 


тах 
$19, 


еее. (8) 


Таким образомъ, видимъ, чо нараметрь ; пропорщокалене отно- 
веко эп’ 0ов5 узловь, составляемихь прямой и—} и: = 0 соотвьт- 
ственно с5 прямыми и == Она == 0. 

Если уравнешя нашихь прямыхь и бил, == 0 даны въ нор- 
мальной формЪ, т. е. если пормирующе множители В п В, равны 
единиц, то 


Е 
ЗИ: 


т. е, нашъ параметръ ; равенъ въ этомъ случа взятому съ плюсомъ 
или съ минусомъ отношенио зи’ овъ упомянутыхъ угловъ. 

„Легко замфтить, когда величина ; будеть положительна, а 
когда отрицательна. Въ самомъ дЪяф, для всЪхь точекъ прямой 4С 
имфемь тождество о — ди; == 0 или и и, слёдовательно, если 
наша прямая АС лежитъ въ части плоскосги, въ которой знаки трех; 
членовъ и и и: различны, тогда 2 < 0, если же прямая 4 лежитъ въ 
части плоскости, гдЪ знаки этихъ трехчленовъ одинаковы, то 7 > 0. 

86. Основываясь на геометрическомъ значении параметра 7. легко 
рьшить слфдующую задачу: найти уравнене биссекторовь прямыхь 


Аг Ву-- 0-0, Аи Лу бы 


По самому опредьленно биссекторовъ, углы, составляемые ими 
съ данными прямыми, равны между собою, т. е, я==х,, поэтому изъ 
выражения (78} въ этомъ случаЪ для ; получимъ зчачене 


такимь образомъ, искомыя уравненя биссекторовъ булутъ 


(Аг Ву+ 0 В=(Аи+Ву+С Е, 


(Аг Ву+- 0) В=- (Аш ВУ 0) В. 
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Замьчая, что лЪвыя и правыя части получеиныхь уравненй 
представляютъ лЪвыя части уравнешй данвыхъ прямыхъ, приведен- 
мыхь къ нормальной форм, приходимъ къ слфдующему заключенно: 
если уравнешя 0двухо пряиыть, приведенныя къ нормальной форлиь 
будуть 


= о, а, =0, 


то уравненя нхо биссекторовь будуть 


иЩи=0, ии, =0. 


Легко видЪфть, что первое уравнеше представляеть биссекторъ, 
лежашй въ части плоскости, въ которой трехчлены и и и, имфютъ 
одинаковые знаки, а второе—биссекторъ. который лежитъ въ части 
плоскости, гдф т же трехчлены имфютъ разные знаки, 

Для пояснешя разсмотримъ частный примфръ: пусть требуется 
найти уравненя биссекторовъ прямыхъ 


#—у—1=0, 2360 


въ случаЪ- прямоугольной системы координатт. 
Въ разсматриваемомъ случаЪ для нормирующихъ множителей 
имфемъ значеня: для первой прямой 


для второй 


ТУ. 

а, слЪловательно, искомыя уравнешя биссекторовъ будуть 

ив. 
ив 


Если построимъ данныя прямыя и обозначимъ знакомъ плюсъ и 
минусъ положительныя и отрицательныя полуплоскости трехчленовъ 


1 236. 


и 
И? 


то увидимъ, что первое уравнене представляетъ бнссекторъ 2,7), а вто- 
рое биссекторъ С: (черт. 60}. А,А на чертеж представляетъ прямую 


о, 
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а 1,В прямую 


пери. 60. 


67. Въ предыдущемъь изложешн мы уже нЪеколько разъ писали 
уравнене прямой въ видЪ п =0, гл подъ буквой н мы подризу- 
мЪвали нЪкоторый трехчиенъ 1-й степени. 

Подобное сокращенное обозначеше уравненйй прямыхъ и вообще 
кривыхъ (нослЪднее въ случаф, когда подъ # будемь подразумфвать 
какую угодно функцно отъ х и у; впервые было введено вз» аналити- 
тическую геометрио нВмепкимъ математякомъ Плюккеромь {РТаскег 
1801—1868}. Благодаря этому сокрашенному обозначенио по словамъ 
Плюккера: „формы уравнешй являются полнымъ представленемъ 
графическихь построен й; другими словами, уравнешя въ этой формЪ 
представляють илеальныя, аналитическими символами начертанныя 
фигуры". 

Къ сожалёнио объемъ курса не даеть намъ возможности по- 
ближе ознакомиться съ этимъ важнымъ и изящиымъ методомъ. Мы 
ограничимся здзсь приложешемъ этого метода къ доказательству трехъ 
теоремъ: 1) о пересфчени биссекторовъ угловъ треугольника вЪ одной 
точк$; 2) о пересфчени въ одной точкЪ мещанъ его; 3} о пересвче- 
ши въ одной точкф его высотъ. 

Предварительно, однако. разсмотримъ общую задачу о перес® 
чени трехъ прямыхъ въ одной точкЪ. 

Пусть имЪемъ уравненя трехъ прямыхъ: 


Че МС, 
ы-- ВЕ С = 0, 


0. 


.”- Ву 1 


07 


Какь извфстно, три произвольный приммя, проведенныя въ. 
одной плоскости, вообще говоря, не пересфкаются въ одной точкЪ. 

Въ этомъ мы можемъ убЪфдиться и аналитически, замБчая, что 
три уравнены (79) съ двумя неизвЪстнымн, вооб.це говоря, не имоть 
общихъ ршенй. 

Выведемъ теперь услов!я, необходимыя для того, чтобы три пря- 
мыя (79) пересфкались въ одной точкЪ. 

На основанй! предыдущаго, мы знаемъ, что уравнеше любой 
прямой, прохолящей черезъь точку пересфчешя двухъ прямыхв (79), 
напищется въ видЪ 

а (Аз Е ВТО (Ни ВУ ЕО) 


0, ‚, . (80) 


гдъ « и В двЪ постоянныя, не равныя одновременно нулю; по условию, 
третья прямая (79) проходнть черезь точку пересфчешя первыхъ 
двухъ, значить ея уравнене тоже можеть быть представленио въ. 
видЪ (80) при нЪкоторыхъ опредфленныхь значеняхь а и В. 

Но для этихъ значенй я и В уравнене (80). и третье изъ урав- 
ненш (79) должны представлять одну н ту же прямую, т. е. должны 
быть эквивалентны, а, слёдовательно, шногочлены, стояцёе в5 лъвыхь 
частяхь этих уравнешй должны отличаться ньвоторымь постоян- 
ниль множителелм. 

Итакъ, если три прямыя (79) пересфкаются въ одной точкф, то 
существуетъ такой множитель —1, для котораго имфемъ тождественно, 
т. е. для всЪхв значей жи у: 


а дю-Е Ву-- С-З (Аи Ву С) = т (М 


или 


а (А+ В+ +8 (атЕВут С) (Чт: + Вау С) 


Итакъ, если три прямыя (79) переськаются в одной точкь, то 
существуеть три. такихь числа о, В, $) отлинныхе ото нуля, суишиа 
произведен которыхо на многочлены, стояние в5 львой части урав- 
ненй (79), тождественно равна нулю. Такимъ образомъ, существоване 
этихъ, отличныхъ оть нуля, чисель х, 3 1 является необходимымь 
усломемъ при которомъ прямыя (79) пересфкаются въ одной точк%, 

Покажемъ, что это услов!е будетъ и досталиочныме. ДЪйствительно, 
пусть имЗется три, отличныхъ оть нуля, числа 2, 3, у такихъ, что’ 
сумма произведен ихъ на многочлены, стояще въ лЬвыхъ частяхь 
уравненй (79), при всБхъ значемяхъь г ноу равна нулю, т. е. для 
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которыхъ имфетъ мфсто тождество 


а (Ат Ву КОЛ Ви СА 


&+ Ру + 0 =0.. .. (81) 
Пусть прямыя . 
Аз Ви С ==0, Аа ВУ С, =0 

не параллельны и пусть (1, у} точка пересфчешя этихъ прямыхъ; тогда 


имЪемъ 
ие ВУ О 


0. Ань В Е.С, 


Такъ какъ рапеиство (51; удовлетворяется при всъхъ значеняхъ 


{г. 9). то подставляя туда ’„ /=7 № И принимая во внимане 
(82). получимь 


ОЕ В 2 бет, 


и, такъ какъ, по условйо, у отлично отъ нуля, то имемъ, что 


т. е. что прямая 


тоже проходить черезъ точку (л 
Если прямыя 


ди ви те (83) 


параллельны, т. е. если 


гдф # множитель пропорщюнальности, то тождество (81) напишется такъ: 
от таДеч В) та у + САС б.у = 0, 


а потому, такъ какъ въ пемъ всё коэффищенты должны быть равны 
лю, то слфдователено, 


АЕ А, =0, 
В (ЕВ) В, =0, 
Са + С, В+ бл=-0, 


Изъ первыхъ двухъ соотношешй имфемъ 
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откуда видимъ, что прямая 


А 0 


+ Вис, 


тоже будетъ параллельна прямым (83), т. е. пересЪкается съ этими 
прямыми въ одной точкф на безконечности. 
Приливрь. Разсмотримъ три прямыя 


0 


ао нуно 


гу! 
Легко вндЪть, что если умножимъ 


многочлень Ну -[-1 на 1, 
многочленъ х-- 2у -- 3 на 1, 


многочлен, 2» — у на— 1 


и сложимъ полученныя произведеня, то въ результатЪь получимь 0, 
сяЪловательно, разсматриваемыя прямыя пересЪкаются въ одной точкЪ. 
68. Перейдем» теперь къ хоказательству теоремь о пересфчени 
въ одной точк® соотнФтственио: биссекторовъ, мещанъ и высоть тре- 
‘угольника. 
Предварительно однако напомнимъ о сл дующемъ обстоятельствЪ. 
Если уравнеше какой-либо прямой, не проходящей черезъ начало 
коордииатъ, лано въ нормальной формЪ 


и соза--у 608 (®-— 


—Р 
то для трехчлена с с0$ 1 -Русо$ («— я) р отрицательной полуплоско- 


стью будетъ та, въ которой расположено начало координатъ, такъ 
какъ для 


этоть трехчленъ имфетъ отрицательное значеше. равное числу — р. 
ПослВ этого замЪчашя перейдемь къ доказательству нашихь 
теоремъ ин докажемь прежде всего слБдующую теврему: биссекторы 
впутреннихь угловь треугольниха переськаютеся въ одной. точки. 
Пусть ныфемь нфкоторый треугольникъ 1, 4, 4; {черт. 61). 
Допустныъ, что начало координать находится гдф-либо внутри 
треугольника и что уравненя его сторонъ даны въ нормальной форм; 
пусть эти уравненя будуть 


и =0, и: 0, и. 


причемь уравнене стороны, протнвоположной вершин А: 0603- 
пачымъ черезъ и; == 0. 
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Вельдстве слёланныхъ нами предположенй. для координатъ точекъ, 
лежащихъ внутри нашего треугольника, всъ трехчелены и, И Иа имЪ- 
ютЪъ отринательныя значен я, т.е. имютЪ одинъ и тотъ же знакъ. 
Поэтому уравпешя биссекторовъ внутреннихь угловъ треугольника 
ИМЪЮТЬ ВИДЪ 


и. ==0, р: 


Такъ какъ выражемя, стояшия въ лёвыхъ частяхъь полученныхъ 
уравненй, въ сумм даютъ тождественно нуль, то, по доказанной 
нами раньше теоремЪ, наши прямыя пересёкаются въ одной точкв. 
Такимъ образомъ, теорема доказана. 

Если будемъ разсматривать биссекгоръ одного виутренняго угла 
при вершин% А, и двухь внфшнихъ при вершинахъь Аз и +1. то урав- 
нешя разсматриваемыхъ биссекторовъ будуть 


и, — и: ии: =0, ши. ==0. 


Если умпожимъ выражене стоящее вз лфвой части послфдияго 
уравнен!я на—1 и придадимъ его къ сумм выражен, стоящихъ въ 
лЪвыхъ частях двухъ первыхь уравненй то получимъ тождественно 
нуль, откуда, на основаши извфстной намъ теоремы о пересёчеши 
трехв прямыхъ въ одной точкЪ, имЪемъ теорему: диссекторз одного 
{36 внутреннихь угловз треугольника и биссекторы двутв внаинить 
угловь, сё нилё несиеженыхь, перелькаютеся въ одной точки. 

68. Переходимъ къ доказательству слёдующей теоремы, а именно, 
что меданы треугольника переськаются вь одной точкь. 

По прежнему, предположимъ. что начало координать лежить 
пибо внутри треугольника и что уравнешя его сторонъ 


и: ==0 


и ==0, 
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даны въ нормальной формЪ. Обозначимъ черезъ 1, А», -1. углы нашего 
треугольника прн соотвзтственныхь вершинахъ (черт. 62). Разсмот- 
римь медану, соединяющую вершину 4; съ срединой М противопо- 
ложной стороны. 


и =0 


черт, 62. 
Уравнене этой меданы будетъ 


И-- АИ 


еее. 84) 


ГДЪ 


причемъ а» и я. представляютъ углы. составляемые разсматриваемой 
меданой соотвфтственно съ прямыми 


КИА 


__ _Перемножая эти два отношеня почленно и замфчая, что 
4, И = 4, Мнайдемъ, что 


Ш 
$1. 


ТИ а 


Подставляя это значеше 7 въ уравнене (84), приведемъ его къ 
внду 


из т 2 — и. мп (сх 85) 


Легко видфть, что уравнеШя остальныхь меданъ получимъ 
изь этого уравнен!я, произведя надъ индексами 1, 2, 8 круговую 
подстановку; такимъ образомъ придемъ къ уравнемямъ 


имо А. и, мп А, 0, ва зт И 9 1,=0 . . . (86) 
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Такъ какъ сумма выражен. стоящихъ въ лЪвыхь частяхь по- 
лучениыхь намн уравиешй (85) и (36), тождественно равна нуто, то 
отсюда заключаемь. что соотвЪтствующия этимъ урависшямт» прямыя 
пересфкмотся въ одной точь, т. ©. что наша теорема справедлива, 

70. Остается показать, что высоты треугольника пересъкаются 
в5 одной тоикь- 


перт. 6%. 


Разсыотримъь сначала сстроугольный треугольникъ. Пользуясь 
прежними обозначещями, найлемь, что уравиеше высоты „КА вудеть 
таково: 


ГдЪ 


(черт. 68); такъ какъ углы 2. и эх, служать дополнешями до 90" уг- 
ловъ Д., А», то 


с05 Л) 5 в.=са5 А», 


слфдовательно, уравкене (87) приметь видъ 


о... 9). 


и, 605 А 


— 8. 605 
Какъ легко видЪть, уравнешя другихъ выботъ напишутся такъ: 
0. 
0. 


ид 605 Яз--ав 608 4, 


Н; 605 И — Иа 605 


частяхь урав- 
аключаемь, 


По сложены выражешй, стоящихь въ лфвых 
нешй (38) и (89), получимь тождественно пуль, откуда 
что наши три высоты пересфкаются въ одной точк%. 
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Въ случа тупоугольнаго треугольника двЪ высоты лежать внЪ 
треугольника, и, такъ какъ для точекъ плоскости, въ которых лежитъ, 
напр., высота М (черт. 64). трехчлевы а, и и. булутъ имфть раз- 
ные знаки, именно и, >0, и, < 0, то въ уравнени высоты А, М 


АН уе аееь я , (90} 
параметръ иметь зиачене 
Изъ чертежа 64 видно, что + - . а потому 


с05 4 
с05 А: 


такимъ .образомъ, уравнеше (99} напишется въ вид® 
о, 
т. е. иметь ту же форму, что и въ случаЪ остроугольнаго треу- 
гольника. 
Такимъ образомъ видимъ, что. и въ разсматриваемомъ случаЪ тео- 
рема о пересфчени высотъ треугольника въ одной точк$ справедлива. 
71. Докажемъ при помощи метода сокращенныхъ обозначен еще 
одну теорему. 
Пусть, по прежнему, имфемь треугольникь 4,4.А, уравнения 
сторонъ котораго 


#, с08А.-— и: с03А 


&. 1. МИЗБОРСКУЙ, АНАЛИТИЧ, ГЕОМЕТЬЯ, 8 
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черт, 65. 
прнчемъ. по прежиему, предполагаемъ, что уравиеня эти приведены 
къ нормальной форм н что начало координатьъ лежитъ внутри тре- 
утольника. 


Какъ мы уже вндЪли въ $ 68, уравнешя биссекторовъ внфинихъ 
угловъ треугольшика будуть 


ЧР НЕО, и РИ: 80, ней 0. 


Разслотримъ прямую, уравнеше которой 
ую, ур 


ити. 


тн. 0. ее. . . 9 


Эта прямая, очевидно, проходить черезь точку пересфченя 
слЪдующихъ паръ прямыхъ 


1 =0, 


2) #:==0, 


0 


Эн 


Первая пара прямыхъ представляеть сторону треугольиика 
и: ==0 и биссекторт. виФшняго угла между двумя другими сторонами, 
вторая пара представляетъ сторону треугольника и,==0 и биссекторъ 
виБшняго угла между двумя другими сторонами, наконец, третья 
пара состоить изъ стороны треугольшики #; ==0 и биссектора вифи- 
няго угла, образованиаго двумя другими сторонами. 

Такъ какъ точки пересфчешя этихъ трехъь паръ всф лежата, на 
прямой (91), то мы приходимъ къ сяЗдующей интересной теоремЪ: 


115 


при точки пересъчещя каждой стороны треугольника г5 соотвт- 
ствующимь биссекторомь виплиняго угла, оброзованнаго двумя 
другими сторонами лежать на одной прямой. 

72. Выведемъ теперь уравнсше прямой въ полярной систем8 
координатъ. 


черт. 66, 


Пусть имфемъ  нЪкоторую прямую, не проходящую черезъ 
полюсъ О. 

Полярныя координаты какой либо точки 14 этой прямой обозна- 
чимь черезь ги 2 (черт. 66} такъ, что ОМ и (ОР. ОМ) =. 

Опустимъ перпендикулярь ОД=р па нашу прямую и обозна- 
чимъ черезъ 2 уголь (ОР. Ол) между полярной осью и перпендику- 
ляромъ 0.4). 

Изь соотношеня 


(ОР, ОА} + Ол, ОМ} (ОМ, ОР} = 


тдЪ К цблое число, помня, что (ОЛЯ, ОР) =. 2= — (ОР. ОМ) = 


найдемъ 


(ОА, ОМУ ия + 


тдЪ й ифлое число. 
Проектируя ортогонально ломапую (0.1) на направлеше (04) и 
замчая, что отрфзокъ (ОД} замыкающая этой ломаной, найдемъ 


с08 (2—3) еее. 492) 


р 


Это соотношеню и представляетъ зависимость между координа- 
тами любой очки прямой, т. е. уравнеше прямой въ полярной системъ, 


координатъ. 
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Найдемъ телерь уравнеше какой-либо прямой, проходящей черезъ. 
полюсъ О. 

Выберемъ на ней н%которое направлен {е отъ @къ 2/ за положительное: 
и пусть уголъ (ОР, 021} =®,. 


м 


черш. 67. 


Обозначимъ черезъ (”, =) полярныя координаты какой-либо точки 
разсматриваемой прямой, причемъ будемъ полагать, что х данна соот- 
вЪтствующаго отрфзка т. е. число положительное или нуль, Нетрудно 
видЪть, что при этомъ предположени для точекь полипуянюй ОЛ 
будемъ имфть уравнеше 


э=©., 
а для точекъ молуполмой ОД, уравнеше 
=, | *. 


Итакъ, для частей ОМ и ОМ, прямой 4/1! будемъ имъть два 
различныхъ уравненя, 

Если же мы будемъ разсматривать координату * какъ мтру 
отрзка, лежашаго на основани 41,7, то тогда для лезь» точекъ прямой 
23 имъемъ одно уравнене 5=©,. Только тогда для части ОМ 
координата х будеть положительной, для части ОМ, — отрицательной. 


О мнимыхъ элементахъ. 


73. Прежде чЪмъ итти дальше, скажемь нЪсколько словъ о вве- 
деи комплексныхъ или, какъ ихъ называють иногда, мнимыхъ чи- 
селъ въ аналитическую геометрио. 
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Мы уже видфли (см. $ 21}, что могутъ существовать тая урав- 
мешя, которымъ не удовлетворяютъ пикак!я дфйствительныя значеня 
жи у, напр. уравнеше 


а +1=0........... 93) 


Для того, чтобы не парушался обиий принципъ, что всякому 
уравнению соотвЪтствуетъ нёкоторая кривая, мы условились говорить, 
что уравнен!ямъ, подобнымъ уравненио (93), соотвфтствуютъ лилия 
кривых, . . 

Уравнене (93) удовлетворяется, какъ нетрудно видЪть, безчис- 
‚леннымъь множествомъ мнимыхъ значешй хи у, т. е. значешй вида 


чета Зуя, +1, ГД 4,3. а, ДЪйствительныя числа, а 1 = И” Г, 
напримфръ, значешями (И 71, 0), (0, ИТ) ит. п. 

Разъ мы условимся считать уравнене, подобное уравнению (93), 
уравненемъ кривой, то естественно условиться всЪ пары значенй, 
удовлетворяющихь такому уравнению, называть координатами точекъ 
этой кривой, Такимъ образомъ, мы приходимъ къ такъ называемымъ 
зинелииас, точкаиь, т. е. точкамъ, координаты которыхъ комплексныя 
числа вида я 8. 

Само собою разумфется, что построить эти точки съ мнимыми 
координатами мы не можемъ, но введеше ихъ представляется необ- 
ходимымь вЪ видахъ общности рьшеня геометрическихь вопросовъ 
при помощи алгебры, въ частности, при помощи методовъ аналити- 
ческой гсометри. 

Разсмотримъ, напримЗръ, такой вопросъ: найтн точки перестиенах 
хруиь радуеа а вь центромь въ наналю координата съ прямой 


РИО еее, (4) 


Уравненте нашего круга будетъ {см. $ 23} 


вии... (85) 


Такъ какъ искомыя точки пересфчен!я—это точки, обшйя кругу 
и данной прямой, то координаты ихъ должны удовлетворять обоимъ 
разсматриваемымъ уравненямъ (94) и (95}, а потому он будуть 
найдены путемъ рьшены этихъ уравнешй. 
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Ръшая разсматриваемыя уравнешя, найдемь для хи у двЪ пары 
рышен!й: 


Значешя для (т 
мнимы, если Эа? 
усломи Эа? - ® == 0, 


Когда ддя (гы) и „) получимъ мнимыя значеня, то тогда 
кругъ (95) и прямая (94) не пересвкаются; когда эти значеши дЬй 
ствительны и различны, оны пересфкаются въ двухъ различныхъточ- 
кахъ; наконець, когда ау кругъ и прямая пересфкаются 
въ одной точкЪ. Такимъ образомъ, совершенно тождественныя съ ана- 
литической точки зрфны задачи приволятъ къ различнымъ результа- 
тамъ въ зависимости отъ числовыхъ значен! козффищентовъ. входя- 
щихъ вЪ разсматриваемыя уравиеня. 


„и будутъ дЪйствительны, если 26 
<0. наконець, будемъ имфть а, го, 


— 2 >0, 
=9: при 


Между тёмъ, если мы условимся ввести въ аналитическую гео- 
метрию мнимыя точки, тогда мы всф по, пученныя результаты сможем 
формулировать однообразны: 
веба перес 


кщиь в? и прямоя и у=ё 


зиачколь. Замфтимъ, что случай, когдя 
= . Тоже будетъ заключаться въ нашей формулировк®, если 
прим что въ этомъ случав имфемъ дв совнадаюцил точки пере- 
сфченя, подобно тому, ‘какъ въ элементарной алгебрф считаютъ, что. 
уравнене =” + рх + 9=0 имЪфетъ два корня и въ томъ случа, когда 
О; тамъ, какъ извЪстно, тоже говорятъ. что въ этомъ случа%. 


ькюжся 4ь ву 


уравнене иметь дви равныхь кория. 


Замфтимъ еще, что, вводя въ аналитическую геометрно мнимыя точки, 
мы будемъ переносить на нихъ опредфления, введенныя нами для 
дфйствительныхь точекъ, такъ, напримфръ, подъ разстоящемъ двухъ 
мнимыхъ точекъ (г, и) и (=. будемъ подразумЪвать число 


тя « уголъ между координатными осями 
74. Разь мы введемъ мнимые элементы, то ничто ие мфшаеть 


намъ разсматривать и тая уравненя, въ которыхъ коэффищенты 
мнимы и условиться называть ихъ уравнешями мнимыхъ крнвыхъ. 
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Такъ, напримфръ, будемъ считать уравненя вида 
(ао х--В-а Ву СЮ) =0,, . . 496) 


въ которыхъ 4, Л., 8, Вь, С, С, кавя угодно дЪйствительныя числ 


а:=}/--1, уравненями мнимыхь прямыхь. 

Нетрудно видЪть, что на любой мнимой прямой всегда лежитъ 
одна дЪйствительная точка; въ самомъ дЪлЪ, написавши уравнеше (96) 
ВЪ видЬ 


Ах | Ву + С ЦАЕ- Ва + С) = 


видимЪ, что ему удовлетворяютьъ координаты точки пересфчешя двухъ 
Одвйствительныхь прямыхъ 


Аз Ву 6520, 


2 Ву С, = 


Итакъ. будемъ считать уравненями прямыхъ уравнен!я вида 


арт 0, ее. 97) 
гл я, 8, 1 кая угодно лЬйствительныя или комплексныя числа. 
я : 
Будемъ называть число ш == 5 Углевымъ коэффищентомъ 


прямой {97). 
Будемъ далфе называть {’омъ угла между двумя прямыми съ 
угловыми коэффищентами т и эт; число 


ые= [© 2) МП а 


Тин я и, (98) 


гдЪ ® уголъ между координатными осями. 

Мы скажем, что дв мнимыя’ прямыя параллельны, если‘ ихъ 
угловые коэффищенты равны, что он перпендикулярны, когда будетъ 
имбть мЬето соотношене 


1-Е жи -- (т -- #1} с08 = (99) 


однимъ словомъ, всЪ опредфлешя, введенныя нами для дЪФйстви- 
тельныхъ прямыхъ, мы Леренесеиь и на мнимыя прямыя. 

75. Вь видф примбра разсмотримъ прямыя, которыя играютъ 
весьма важную роль во многихъ изслфдовашяхь въ аналитической 
теометрии и которыя называются изомропными прямыми. 
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Уравнения ихъ по отношенйо къ прямоугольной системф коорди- 
натъ таковы: 
и)... . (100) 


9—6 


=), 


Эти лвЪ прямыя называются одна по отношению кт, другой соиря- 
женными, 

Относительно ихъ мы можемъ доказать слфдуюшую интересную 
теорему: рамшоние двухь какить-либо зпонерь, дечацияь па зотролной 
ирръой речир нано. 

- Дъйствительно, пусть (1,,/:), (1...) двЪ точки, лежашщя на одной 
изъ прямыхь (100), тогда 


== — а), я. — 6: 


Тел 


а потому 
. 100 


но разстояне между точками (хуй), ("у будетъ 


а= Ив 


а потому на основан {101} имфемь 


а=уа, 


Далье легко видфть, что изомроннил ирамия сель къ сейв пер. 
ренбнквлярни. ДъЪйствительно, такъ какъ ея угловой коэффишентъ 


равенъ --(, то, полагая въ лЪвой части (99) в ==ж 


=1-— т. е услове 


видимъ, что эта лфвая часть обращается въ 1 = 
{99) удовлетворено. 

Можно пойти еще далыше и показать, что изотропная прямая 
образуеть сама съ собой какой угодно уголь: это вытекаеть изъ 


. 0 
выражешя {98), правая часть котораго обращается въ <, когда мы въ 


ней положимъ в: = 


пи 


Далфе легко показать, что изомрютиел прямая образуень одинь 
и тоть же уголь ва веъин прямыми, 


Дъйствительно, полагая въ выражеши {98) и: = ЕВ ® 


получимъ 


121 


Замфтимъ, что вс® эти, на первый взглядъ, курьезныя теоремы 
‘являются слфдстемъ того, что мы понятя о разстояняхъ, углахъ, 
перпендикулярности и т. д. перенесли на новые элементы--мнимые, 
представить себЪ которые геометрически мы не можемъ. 

Эти новыя опредъленя и понятЁя вводятся для общности и въ 
боле сложныхъ вопросахъ аналитической геометрии и играютъ очень и 
очень важную роль 


Уравнен!я высшихъ степеней и трансцендентныя, 
представляюц!я системы прямыхъ. 


76. Иногда уравиен!я высшихъ степеней й трансцендентныя пред 
ставляютъ прямыя, но, само собою разумЪется, не одну прямую, а 
цЪлую ихъ совокупность, или какъ говорятъ, систему прямыхъ. 

Покажемъ прежде всего, что совокупноеть ннекольунав прямиль 
можно предсинииит» одицме уравношонь высшей степени. 

Въ самомъ дфлЪ, если имфемъ нфсколько прямыхъ, уравненя 
которыхъ 


== 0, ие ие, =0, . (102) 


и Ви 


то всю совокупность этихъ уравнейй мы можемъ замфнить однимъ 
эидииплентитиь имъ уравненемъ 


Фуа) (би. (ааа уе, )-=0. . 1103). 


Послфднее уравнеше представляетъ уравнеше я-ой степени, кото- 
рое мы и можемъ считать уравнешемъ сметемы прямыхъ (102). 

Наоборотъ, допустимъ, что лфвая часть нФкотораго уравнея 
и-ой степени 


. Ру) =0 


разлагается на 32 множителей 1-ой степени относительно ги и съ дЪй- 
ствительными или мнимыми коэффищентами такъ, что уравнеше наше 
можетъ быть представлено въ вид® 


(а уе) (аи в... (аи, } 


7 (в 


ПослЪдиее уравнеше, очевидно, эквивалентно системф уравие- 
ый 1-й степени: 


ву, 


ги -Е с 


- _ 
ва аи 


Такимъ образомъ, приходимъ къ слБдующей теорем: ссмь ливая 
наеть зпькорорню уравнемя | (в, И) -= 0 разливается на множжианели, ди 


зефные отновииелью хо и у, сто ото уравиеще предалаваяеть снетому 
прямые. 


Прямыя эти могутъ быть и дЪйствительны, и мнимы, 

Здфсь опять убфждаемся ‘въ томъ, насколько введеше мнимыхъ 
элементов упрощаетъ и обобщаетъ результаты. 

Въ самомъ дфлф, если бы мы ие ввели мнимыхъ прямыхъ, то 
такъ формулировать только что высказанную теорему было-бы нельзя. 
Пришлось бы подсчитать число дВйствительныхь мпожителей въ 
эточь ризложеши. выдфлить ихъ и совершение отбросить зимые 
мпожители; но, такъ какъ число дЪйствительпыхь множителей можеть 
быть различно, то уравнене и-ой степепи, въ которомть мЪвая часть 
разложима на множители 1-ой степепи, могло. бы представить и одну, 
и двЪ. и тры и т. х прямыхь или, вакопець, пе представляло бы пи 
одной прямой. 7 

77. Мы укажемъ па одипъ замфчательный частный случай, въ 
которомъ уравцене я-ой степени 


фи} = 


ее 04) 


всегда представлястъ систему прямыхъ. Случай этотъ имфетъ мфсто, 
когда уравнене /(е, и} ==0 однородно, т. ©. когда изм5реше вовхь 
его членовъ равно м. 

разчеше наше можеть быть написано въ этомъ случа® слфлую- 
щимЪ образомъ: 


гдё А: опредфленныя числа, 


Вынося за скобки у” и полагая «, представимъ наше урав- 


цене въ вилЪ 


.. 05} 


Уравнеше 
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какъ уравнеше и-ой степени относительно я, имЪетъ п корней з;, 22... 4 
действительныхь или. мпимыхъ, и, какъ извфстно изъ алгебры, 
можетъ быть представлено въ видь 


Ан (аа (д... а-я) = 0. 


Умножая здЪсь всЪ множители на у ни помня, что ху 
шемъ уравнеше (105} въ видЪ 


‚ напн- 


ГУ) = Аа — 9) (Еф... "вл =0, 


откуда заключаемъ, что разсма«рнваемое уравнен!е  представляетъ 
совокупность 12 прямыхъ, проходящихъ черезъ начало координатъ. 
Итакь: однородное уривнейе п-ой степени } (т, №) = 0 вееби пред- 
стивлиеть систему п дюйсивительныкь наи мнимыхь  прямыхо, проходя- 
щихь через начало координата. 
78. Точно такъ же нетрудно показать, что всякое уравнен!е вида 


(106) 


гдЪ / (2) какая-нибудь алгебраическая пли трансцендентная функшя 
съ постоянными коэффищентами, обращающаяся для н®которыхз зиа- 
ченй г въ нуль, и гдЪ а, 0, г, а, 6;, с, постоянныя, представляетъ 
систему прямыхъ. 

Въ самомъ дЪфлЪЬ, полагая 


{107) 


рЪ№шая его, получимъ конечное или безконечное число корней, дЪй- 
ствительныхъ нли мнимыхъ 


=“, 2 


подставляя эти значемя + въ выражеше (107), получныъ рядъ урав- 
ненй 


а + 


совокупность которыхъ эквивалентна уравненю (106). Всё послфдшя 
уравнения представляють прямыя, дЪйствительныя или мнимыя. 
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79. Положимъ, что имфемъ уравнене вида 


фи.) == 0 


тд / однородный многочлень »-ой степени относительно в, г, при- 
чемъ в и г представляютъ слЪлующе многочлены относительно х и у: 


изза Ве, ие 


Уравнене (108), какъ мы вилфли только что, можно написать 
такъ: ^ 


Даг 


Ав (на (и 2:8). - ба, 


тд, 1, ... 9, нфкоторыя дЬйствительныя или комплекспыя по- 
стоянныя. 
Подставляя в» 


Ъсто ни" ихъ значайя, видимъ, что уравнеше 


Но 


Че 


можеть быть замфнено к уразнешями 1-ой степени относительно 
хи и, именно 


ве у Ре (а ие -=0, 


Ни 


г, (их Виго) == 


ати те-аа (п ТУТ е) = 0, 


т. е. прелставляетъ систему п прямыхъ, 
Какъ нетрудно видЪть, всЪ эти прямыя прохолятъ черезь точку 
перес$ченя прямыхъ 


ахуе 


т В Би в == 0. 


Итакь: велное ч.пебранчеекое уравноще  и-ой степени, пдпородное 
относительно двугь иноочленовь первой втепени 


ить ах+ьу-та 


преденавяяюнь систели) п прямьшхь, прогодящихта черела ьготорую повшони- 
ную почку. 
Напримфръ, уравнене 


деве и +б-з 
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представляеть уравнеше 2-й степени, однородное относительно много- 
зленовь (#;—%) и (у -#, а потому представляеть пару прямыхъ, про- 
ходящихъ черезъ точку (м, 8). 

80. Приведемь еще примфръ трансцендентнаго уравненя, пред- 
ставляющаго систему прямыхъ. 

Разсмотримъ, напримфръ. транцендентное уравнене 


511 & = 60$ у. 


Замфчая, что 


напишемъ послфднее уравнеше въ видЪ 


эне— э[ —„)= 


или по извфстнымъ формуламъ тригонометрин, 


2 с05 (3 ++ 


: (10): 


Такъ какъ рёшешемъ уравненя 
1х =0 


служить «==йт, гдЪ #й какое угодно цфлое, положительное или отри 
цательное, число или нуль. а рёшешемъ уравненя с0$ 2 =0 служитъ. 


#=Я+ Ая, ГДЬ тоже какое—угодно цфлое, положительное или 


отрицательное число или нуль, то уравнение (109), или, что то же, 
уравненше ш #==с0$ у эквивалентно систем® 


Первыя прямыя представляютЪъ систему прямыхъ, параллельныхъ 
биссектору осей координатв, лежащему въ первомъ и третьемъ углЪ, 
вторыя—паралиельны другому биссектору. 
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ЗЕ: Разсмотрнмь еще одинъ интересный примфръ. Возьмемъ 
уравненя двухъ изотропныхъ сопряженныхъ прямыхъ, проходящих 
черезъ дЪйствительную точку (,5). 

Уравнешя ихь по отношению къ прямоугольнымъ координатамъ 
будуть ($ 75) 

утих — а), ое --а)}, 
а потому уравнеше совокупиосиие этыхъ прямыхъ таково; 


ив Цеа. ие ао 
или 
(ела -Е (а =0. 


ГЛАВА У. 
Кругъ, 


82. Въ $ 23 мы вывели уравнене круга въ Декартовыхъ коорди- 
натахъ, исходя изъ опредфлешя его, какъ геометрическаго мфста 
точекъ. равноудаленныхъ отъ ифкоторой данной точки. 

Если уголь между осями координатъ равенъ &, координаты 
центра круга (2) и ражусъ круга равенъ г, то уравнеше круга 
будетъ 


{аа Ри ша) (у— 1) 608 — 


0. . (10) 


Мы виднмъ. что уравнене это-2-ой степени. Является теперь 
вопрос, при какихъ усломяхъ общее уравнен!е 2-й степени относи- 
тельно Декартовыхъ координатъ будетъ представлять уравнене круга. 

Предположимъ, что уравнене 2-ой степени 


девку С 2х + 2у- 


=0.....ЦИ) 


представляетъ кругъ. 
Если координаты центра этого круга будутъ (а,5), а радусъ его 
г, то уравнеше его можетъ быть представлено вЪ вид® уравненя (110). 
Такь какъ уравненя (111) и (110) представляютъ, по условио, 
одну и ту же кривую, то они должны быть эквивалентны. а это будетъ 
имфть мЪсто тогда, когда ихъ коэффищенты будутъ пропоршональны. 
Замфчая, что по раскрыт!и скобокъ уравнеше {110) приметъ видъ 


2. 


105% - 2 -- 2 (а--6508щ) #--.2 (6 исозщ) уфе 
ее 41) 


з+- 24 с05 ® — 


папишемъ усломя эквивалентности уравнений (112) и (111) въ видЪ 


946 605 — + . (113 
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Отаюдя прежде всего имфемъ услов!я 
А=С, В-А с05% ........ (114). 


Такь какъ эти условя не зависятъ ни отъ величины радтуса, ни 
отъ координатъ центра круга, то они представляютъ зеобаходниия ус- 
ловя, налагаемыя на коэффищенты уравнешя 2-Й степени, при кото- 
рыхъ это уравнеше представляётъ кругу. 

Замфтимъ, что коэффишенть д не можеть равняться нулю, ибо 
въ противномъ случа и коэффищенты Си 2 были бы равны нулю: 
а тогда уравнеше {111} представляло бы уравнеше 1-й степени. 

Покажемъ теперь, что условя (114) и достаточны для того, чтобы 
уравнене (111) представляло кругъ. Для этого достаточно показать. 
что при выполнен нхъ изъ условй (113) иайдемъ вполнЪ опре- 
дЪфленныя значеня для координатъ центра (“, $) и для ращуса г. 

Обрашаясь къ условйямъ (113), имфемъ 


—-., Ва соо = — 


#1 с08ы 


Рьшая первыя два уравненйя относительно а и №, найдемъ для 
нихъ слвдующя конечныя и опредфленныя значеня: 


Е со —П р ‚1 с05ь-- 


Е ры 
751 


и == 


Аз о. 


Подставляя эти значения и и # въ послфднее изъ уравневй (115} 
опредфлимь изъ него 2%. 

Такимъ образомъ, наше положене о достаточности услоый (114) 
доказано. 

Замбтимъ, что для 3? можемъ получить либо положительное, 
либо отрицательное, либо нулевое значеше. 

Въ первомъ случаЪ число г дЬйствительно, и, слЬдовательно, мы 
будемъ имЪть н5который дЪйствительный кругъ; во второмъ г будетъ 
мнимымЪ; легко видЪть, что въ этомъ случа уравнеше (110) не 
будеть удовлетворяться никакими дЪйствительными значенями ии 
т. е. нашь кругъ будетъ мнимым' 

Въ самомъ дёлЪ, для всфхъ дёйствительныхъ значенй хиу 
имфсмъ неравенство 


{2 — а) + 059 (и-бр=0, 


ияи 


(ов (у За) И- В) созе а за Ф (у 0,. . (115 
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и, такъ какъ по нашему предположенио 2? < 0, то въ лфвой части 
уравиевя (110) имфемъ сумму двухъ положительныхь чиселъ, кото- 
рая въ нуль обратиться не можетъ. 
Наконедь, если г" 2=0, то имфемъ кругъ нулевого радуса. Легко 
оказать, что единственныя дЪйствительныя значеня, удовлетворяющая 
уравненйо 


(а -- и - В -- Е а) (у— 1) с08%= 


и 


таковы: а и ИЕЬ, другими словами, что нашъ кругъ превратится 
при этомь въ точку. 

Въ самомъ дь 
венство 


‚ подобно неравенству (116), имБемь еше нера- 


а (у— в) --2(: —а) (у— 5) со 2 ие (г — а)? 220, 


имЪющее мфсто для дЬйствительныхъ значенй хи у. Принимая во 
внимане уравнеше (117), приведемъ эти неравенства, къ виду, 


О Ч" (и 6), О Я? о (2 — а)? 


Такъ какъ для дЪйстритсльныхь значешй хи у знаки неравен- 
ства здЪсь исключаются, то отсюда заключаемъ, что единственными 
начещями ги у, удовлетворяющими послфднимъ условямъ, будуть 
ани ь, 


Если оси координатъ прямоугольны, т. е. уголъ ® = 5”, то условя 


(114), необходимыя и достаточныя для того, чтобы уравнене (111) было 
уравненемъ круга, примутъ слфдующую форму: 


А=0  В=0.......:.... 9) 


Такимъ образомъ, для этою, чинобы уравненге 2-й степени вв прями- 
злольныхе координатахь предапавлляо круг, необходимо и доетезночно, чтобы 
въ нема козффищении при 4 в у? были равны меду собош и чтобы члень 
вь произведенемь г у отсутетвовиле. . 

Замётимь опять, что, если бы мы не ввели мнимыхъ кривыхъ, 
мы не могли бы въ такой общей формЪ дать нашу теорему, ибо 
пришлось бы вводить услове, что 72, опредфленное изъ уравненй 
{115}, положительно. 

83, Чтобы найти координаты центра и ращусъ круга въ случаЪ 
прямоугольной системы координатъ, можно поступить слёдующимъ 
образомъ. 


д. п. ПИЕВОРСКО 


НАЛИТИЧ, ГЕОМЕТРИЯ 9 
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Напинемъ уравнене круга въ видь 


эр 2Е ы 


и дополнимъ до полныхъ квадратовъ члены, содержание координаты 


[2 


п, 4, для чего прибавимъ и вычтемь по 5 и-,’ 


Такимъ образомъ, уравнене наше приведется къ виду 


Сравнивая это уравнеше съ общимъ уравнен!емъ круга въ прямо- 
угольной системф координатъ 


(+ а) 


находимъ, что 


вай, бя 


Отсюда легко видфТЬ, что кругъ нашъ будетъ дЪйствительнымъ, 
мнимымъ или кругомъ нулевого радуса въ зависимости отъ того, 
какое изъ условй 


Е р*— РА > 0, Е*-- р" — РАЗ О, №1" РА=О 
будетъ выполнено. 


Интересно отмЪтить, что, когда 


т. е. когда имфемъ кругъ нулевого радуса, то уравнеше его прини- 
маетъ видъ 


(ра (и =0, 


Но это уравнеше мы уже встрЪчали въ $ 81: оно представляло 
пару изотропныхъ сопряженныхъ прямыхъ. 

Дьло въ томъ, что разсматривая полученное уравнене только 
для дЪйствительныхъ значенй ях, у, видимъ, что оно удовлетворяется 
только значенями х=а, у==. 
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Но, если мы будемъ разсматривать его и для комплексныхь 
значен!й координать, то оно удовлетворится всфми значен!ями, удовле- 
творяющими одному изъ уравненй 


У— = (и), = 2 (аа). 


84. Замфтимъ, что общее уравнен!е круга можетъ быть написано 
въ вид 


да -- 2ку соз о + у? ГОРЕ 2ЕУЕ 


оно заключаетъ три произвольныхъ коэффищента 22, 2Е, Е, а потому для 
опредфлешя круга необходимо задать три услов!я —результать, извЪст- 
ный изъ элементарной геометрии. 

85. Разсмотримъ еще интересный вопросъ о томъ, что станется 
съ уравнешемъ круга, когда въ немъ коэффишенть 4 стремится къ 
нулю. 

Для простоты возьмемъ уравнеше круга въ прямоугольныхъ 
координатахъ, т. е. въ видЪ 


А) +2ОЕР2ЕУНЕ ... @19 
координаты его центра, какъ мы только что видфли, таковы: 
р 8 
«=—-р В ее (120) 
а квадрать радтуса 
2 
-2 Е . 2) 


ти 


Отсюда прежде всего заключаемъ, что когда А стремится къ 0, 
то уравнене (119) въ предвлЪ обрашается въ уравнеше прямой 


2+2 Р-=0;......... (29) 


кромЪ того, если не равны одновременно нулю Ри Е, то, по крайней 
мВрВ, одно изъ чиселъ а, & стремится къ безконечности точно такъ 
же, какъ и Е; замътимъ еще, что при всякомъ измВневши 4, числа 
{а, 8), какъ это видно изъ (120), удовлетворяютъ соотношению 


4 р 
д’ 
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слфдовательно, когда центр стремится къ безконечности, онъ восто- 
янно находится на прямой 


Веру. с. (3 


перпендикулярной къ прямой (122). 

Итакъ, при предположени, что А стремится къ нулю, нашу прямую. 
(122) можемъ разсматривать какъ кругъ съ безконечнымь радусомъ 
и съ центромъ въ безконечно-удаленной точкф прямой (123). Радусы 
этого. круга будутъ параллельны этой прямой. 

Если бы нашь кругь нм®лъ цептръ въ началф координатъ. т. ©. 
если бы его уравнеше было 


аби) + ЕР=0, 


гдВ "отлично отъ нуля, то въ предЪлЪ, когда А будетъ стремиться к 
нулю, это уравнеше обратится въ уравнене 


К=0, 


а это уравнен{е безконечно удаленной прямой ($ 51). 

Итакъ, эту прямую мы можемъ тоже разсматривать какъ кругъ 
безконечнаго ражуса. 

Такимъ образомъ, мы опять убфждаемся въ возможности пред- 
ставлять себ прямую какъ замкнутую кривую (см, $ 19). 

86. Рьшимъ теперь слфдующую задачу: найти  коорйчнатьые 
зночекь пересьченя прямой 


уе еее (194% 


5 круомь 


25 у соз о | у АР В+ 6=0... .. (125) 


Такь какъ координаты искомыхъ точекъ пересфченя прямой съ. 
кругомъ должны одновременно удовлетворять и уравнению прямой 
124), и уравнению круга (125), то для отыскашя ихъ намъ стоитъ. 
только совмЬстно рфииить уразненя (124) и (125). Для этого подстав- 
ляемъ въ уравнен!е (125} значеше у, опредфленное изъ (124); тогдь 
получимъ уравнеше 2-ой степени относитедьно х вида 


2-2 (тх + п} сово + (уг пр А+ В(вг-® + С 
которое сокращенно напишемъ такъ: 


оО о... (8% 
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Какъ извфстно, уравнен!е 2-й степени имфетъ два ръшеншя, дЪфй- 
ствительныя, различныя или равныя, или же мнимыя, откуда заклю- 
чаемъ, что точекъ пересёченя прямой съ кругомъ всегда двф, при- 
чемь эти точки могутъ быть дЪйствительными, различными или сов- 
падающими, или мнимыми. Мнимыми онф будуть тогда, когда пря- 
мая съ кругомъ въ дЬйствительности не перес$каются. При равныхъ 
корняхъ нашего уравиеня точки пересзченя сольются въ одну точку 
касаня, и сВкущая прямая станетъ касательной. 

87. Переходимъь къ рфшенио слфдующей задачи: найни условея 
жисашия прамой. 


у = я в 
а ира (125). . 
Въ этомъ случа, какъ мы видЪфли, корни уравнения (126) должны 


быть равны, а изъ теор!и квадратныхъ уравненй извфстно, что корни 
квадратнаго уравненя 


Ре += 
будутъ равными при услови, что 
{2 — 4РП==0. 


Такимъ образомъ, послЬднее услоне и есть искомое условуе каса- 
з0я круга и прямой. 


Это услове представляетъ н®которую зависимость между коэф- 
фишентами уравнены круга и коэффищентами м и в уравнешя пря- 
мой. Всли изъ послфднихъь коэффишентовъ одинъ данъ, то другой 
опредфялится изъ этого условЯ; такъ, наприм., если заданъ коэффи- 
щентъ *, то мы опредзлимъ отсюда коэффишентъ и. Но, задавая 
‚коэффищентъь т, мы задаемъ направлене прямой, слёдовательно, 
только что указанный случай приводить къ ршеню слёдующей 
задачи: найни‘кавазтельную въ данному крузу, проведенную параллельно 
знькотороиу направленйо. 


88. Дань круз 


(и — а) + (у -- 2-8) (5) софт = 0; 


чейти уравиеме касательной къ этому крузу въ данной ею точить (и, 51). 
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черт. 67. 


Вспоминая, что касательной мы называемъ предфльное положе- 
не свкушей при неограниченномь приближении точекъ пересвченя 
ея съ кругомъ къ совпаденйо, можемъ рёшить нашу задачу слздую- 
щимъ образомъ. 

Уравнеше сфкущей (черт. 67), проходящей черезъ точки (7, м), 


(хз, у:), лежания на круг, таково: 


откуда 


. 52 8 
Чтобы найти предзлъ отношеня у 


образомъ. 
Такъ какъ точки (21,11), (2, №2) лежать на кругЪ, то, подставляя 
ихъ координаты въ уравнеше круга, получимъ два такихъ тождества: 


(ар +209 (9—5) сво — т" 
.. . (27) 


био 2-в) и) с0$ в — 
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Вычитая изъ второго изъ этихъ тождествъ первое, получимъ. 
тождество 
(и На, —2а) (ив) Ри в 20) (им) + 
+2 608 ® [кии — ви, — в — жи, + ау, + | =0. - >. 028) 
Прибавляя и вычитая въ коэффищентЪ при с0$®« произведеше 
т» и замфчая, что 


(ци - ки уз — дур) ==, (у: — уз) Ру (21 — =), 


преобразуемъ этоть коэффишентъ сл5дующимъ образомъ: 


ау тол.) =, (уу) 5 
ии 


(пни — Чи В — 
а (и — №) -- В 


если теперь подставимъ полученное выражене въ тождество (128), то 
получимъ 


(ина, — 2а) (и) ин — 2) (и + 
+208 в (21 --@) (и — 4-22 603 в (и. — В) (и -— =) = 0. . (129) 


Разсматривая теперь тождество (129), видимъ, что оно однородно 
относительно разностей (>; —х,} и (у — у.). Поэтому, опредфляя изъ 


и переходя къ предълу, получимъ 


(ит, 28) +2с03%( 
2 с0$ в (а) + (и; + 


т 
в 


_ (@ 9) т оозо иг 
(С05о (а) (и 5] ^ 


Итакъ, уравнеше касательной въ точкЪ (2!) круга будетъ 


(фт) ира 036 (у) + (уф) и- В с03 0 (и—ч)] =0. 


Прибавляя и вычитая по а въ выражеши (1—1) и прибавляя и 
вычитая по. въ выражени (у—и), можемъ представить посл днее 
уравнене такимъ образомъ: 


[2-—а-—(2—а)] [в—в + с08% (,—5)} + 
+ ии) [(и-—5) + созо (в-а)] = 0, 


136 


или еще: 


(г—а) [я 005% (ив (и- В) [и В с03® (фа) —` 
ив: @ и всовы =0. 


Такъ какъ точка (7.0) лежитъ на кругф, то совокупность по- 
слфднихъ трехъ членовъ равна, а потому уравнене касательной 
напншется въ окончательной форм слфдующимъ образомъ: 


(у— а} (а) 1-08 ® (и— В)] 4 (4—6) (и —5) + созо (5 —а)] 0. (130) 
Въ прямоугольной систем$ координатъ, когда = 5., послъднее 

уравнеже приметъ слЪдующую форму: 
и-а) ито им -.. (130 


89. Мы рЬшили только что задачу о проведеши касательной къ 
кругу въ данной точкЪ, лежащей на немъ. 

Ръшимъ теперь такую задачу: провеани касательную ко крузу 3 
витычией точен М (быт “. 

Для простоты вычисленй рЪшимъ эту задачу вЪ прямоуголь- 
ныхъ координатахъ. 

Пусть уравнеше даннаго круга будетъ 


а -и-в 


Задачу нашу можно рЪ5шить слздующимъ образомъ: напишемъ 
уравнен! какой-либо прямой, проходящей черезъ точку М (хз), 
именно 


черт. 68. 
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и опредфлимъ коэффищентъ ® изъ условя касашя нашей прямой съ 
кругомъ, какъ это мы длали раньнге. 

Можно эту же задачу рЬшить нфсколько иначе. 

Пусть (#»,) точка касашя касательной къ кругу, проведенной 
черезъ точку (т./). Уравнеше этой касательной должно быть, какъ 
мы видфли раныие, вида 


(х—а) ати (и) - 


. (132) 


Услоше. что точка (+„у,) лежитъ на кругЪ, очевидно, напишется 
сяЪдующимъ образомъ: 


(ии): — 


. 933) 


что же касается условя, что касательная (132) проходитъ черезъ 
точку М (гу), то оно таково: 


(ив) (и Ри оф =О . . (134) 


Если теперь обратимъ вниман® на условя (133} и {134}, то легко 
замфтимЪъ, что координаты (7,1) точки касашя № (черт. 68) каса- 
тельной, проходящей чурезъ точку М. [2% у, представляютъ рёшеня 
уравненй 


(га в — 


(у—и) (и (у и-В—п =0. 


Первое изъ этихъ уравиешй представяяеть уравненю нашего 
круга; что касается 2-го, то оно представляетъ уравнеше н$которой 
прямой. 

Рьшеше этихъ уравненй дастъ намъ двЪ пары значений (2, у) 
у’, соотвЪтствующихь точкамъ касаня двухъ касательныхъ, про- 
веденныхъ черезъ точку 3 (ту); точки эти могутъ быть дфйстви- 
тельными или мнимыми. 

Прямая, -пересфченя которой съ кругомъ представляютъ точки 
касаня разсматриваемыхъ касательныхъ, носитъ назваше поляры 
точки {ту ) относительно даниазо кра. 

Точка (ху) въ свою очередь носитъ назвае полюса прямой’ 


(#9 9+ (0—) Эф п=0. 


Если полюсъ (2,1) находится на кругЪ, то посльднее уравнеше 
представляеть уравнеше касательной, проведенной въ этой точк5: 
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отсюда заключаемъ, что тзолюсомь магательюй служить точка кава- 
эл, и что поллрой ночь, лежащей па зрупь, служить касательная 
хз аруу, проведенная вё этой точить. 

90. Остановимся на двухъ интересныхъ свойствахъ поляры. 

Покажемъ прежде всего, что прямая, соединяющая поликь сз 
нентромз (4,5) круа, перпендикулярна 5з во полярль, 

Въ самомь дЬлЪ, уравненше этой прямой, какъ прямой, прохо- 
дящей черезь двЪ точки (2, /л} и (а, 5), будеть 


Замьчая, что угловой козффищенть в этой прямой равенъ 


и —6 


га’ 


* 
а угловой коэффивентъ ни поляры равенъ 


л, —-а 


т-в› 


видимъ, что они удовлетворяють условйо 


0 


ми +1 


т. е. услошю перпендикулярности. 

Легко видЪть, что отсюда непосредственно вытекаетъ извЪстная 
теорема о перпендикулярности касательной и радуса, проведеннаго 
вЪ точку касанйя. 

Перейдемъ къ выводу 2-го свойства поляры. Найдемъ разстояне 
центра круга отъ поляры. Для этого нужно привести уравнене поля- 
ры къ нормальной формВ и въ многочленъ, представляющёй лЪвую 
часть его, вставить вмЪсто & н у координаты центра, т. е. ви 6. 

Нормирующимъ множителемъ уравненя поляры будетъ, очевидно, 
число 
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Знаменатель этого выражешя, какъ нетрудно видбть, пред- 
ставляеть разстояне точки (,/') отъ точки (а,6), т.е. разстояве полюса 
отъ центра. Обозначивъ это разстояне черезъ 9, напишемъ послфднее 
соотношен!е такимъ образомъ: 


м еее. + (135} 


Отсюда видимъ, что для каждаго круга произведене изъ раз- 
стоянй центра до полюса и поляры величина постоянная, равная квад- 
рату радтуса. 

Изъ соотношеня (135) заключаемъ, что когда 4 > г, тогда! <т 
и, наоборотъ, при @ <. г число {> г, т. е. когда полюеь лежлииь внь крупа, 
© поляра пересъхаеть круз, а нозди оиз ложить вурпри прула, ео поляра 
уруа ие перееъкаеть. 

Когда @ стремится къ нулю, # стремится къ безконечности, т. е- 
центре представляеть нполюсь прямой, лежащей па безконечноелти. 

Наоборотъ, если 4 стремится къ безконечности, # стремится 
къ нулю; но, когда 1=0, то прямая, представляющая поляру, проходить 
черезь центръ круга, т. е, обращается въ даметръ его, а потому 
полювомв балетра круа явлпонея почка ма безконениостие. 

91. Подобно тому, какъь мы изслЪдовали геометрическое значен!е 
трехчлена Ах-+- Ву С для координать любой ‘точки плоскости, из- 
слфдуемъ теперь геометрическое значеше выражен!я 


В (а + (В 2—2) (у—5) сое — м, 


представляющаго лЪвую часть уравневя круга. 

Если въ посльднее выражене подставимъ координаты (х, у} 
нЪкоторой точки плоскости, то числовое его значене Е будет. 
равно нулю только тогда, когда наша точка лежитъ на кругё 


(ао ва) (у—5) с0з® —92=0,. . . (196) 


и будетъ отлично отъ нуля въ противномъ случа. 
Если теперь вспомнимъ, что выражеше 


(ха + (6-2 (х—а) (у—5) соо 


представляеть квадратъ длины отрфзка 4/С (черт. 69) между данной 
точкой 4 (жу) и центромъ круга С(а}), то Е выразится слфдую- 
щимъ образомъ: 


Е=Пе—и= (М +) Ю— 1). ... ат» 
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Замфчая теперь, что отрЪзки 


С 


черт. 69. 


представяяютъ ничто иное, какъ отрфзки 2/4 и №№. мы отаюда за- 
ключаемь, мо нисловие значене виражешя 


ки Р-Р Зи) (4-8) 60$ в 22 


ми  координивь  либей стомьи М плоскости представатонь произведение 
Блтгя отрьзксвв съкнтей, зротодятей перезь диниию точку, имвощить 
Яачало 98 ночь М, и вены 05 аночколь пересьиен я съкиней с прозе. 

Это число называется сиененые эре М относвьтельно диннаго пр 


Ува. 


Въ случаЪ, если точка находится внутри круга, длина 2/С мень- 
ше г, а, слБдовательно, число Г отрицательно; это и должно быть, 
такъ какъ въ этомь случаь отрзки МА и МВ направлены въ 
противоположныя стороны. 

Если же точка 1/ лежитъ внф круга, то С > г, а, слдовательно 
и 0. 

Итакъ, видимъ, что степени точекъ, лежащихь внЪ круга (136) 
положительны, степени же точект, лежащихъ внутри его, отрицательны; 
другими словами, рышеншями неравенства 


(еглар Нор фа} (и-В) с05— 


> 


служатъ координаты точекъ, лежащихъ внф круга, а ршешями не- 
равенства 


(пар (у та} (у с3.—й<0 


служатъ координаты точекъ, лежащихъ внутри его. 
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Если точка 1! лежить внф круга, то числу № можно дать еще 
другое геометрическое значене. Въ самомъ дЪлЪ, проведемъ изъ точки 
М касательную Л/У къ нашему кругу (черт. 69). 

Изъ прямоугольнаго треугольника АБУС имъемъ 


Сравнивая это выражеше съ выражешемъ (137), видимъ, что 


—Им№, 


откуда заключаемъ, что чнелоое знанене зыражешя, представдиютель 
дтыпрю чаеть уравнении о {186} круга, Оли ‘поординать шочни М, лежа- 
щей нь во, прейзианалелть пнаориинь отризка касательной оть точки 


ДГ до точьи касваыя. 
Длину этого отрфзка называютъ иногда Олёмой кавательной» 
проведенной изъ точки 3. 
92. Разсмотримъ теперь задачу о пересЪченми двухъ круговъ. 
Пусть намъ даны два круга съ уравнешями 


т 2ауово и Че Ву--С 


22-- чу сова у ля -- Вы + С, 


Чтобы найти координаты точекъ пересБченя этихъ круговъ, мы 
должны р®шить совмфстно эти два уравненя. Обозначимъ для крат- 
кости черезъь Ё и #\ лЪвыя части этихъ уравненй. 

Изъ общей теор!и уравненЙ знаемъ, что систему уравненй 


о = 


всегда можемъ замБнить [системой эквивалентныхъ имъ уравнен!й. 
ЗамЪнимъ нашу систему’ эквивалентной ей системой 


Е=9, 


Е =0. 


Если обратимся къ лослфднему уравненйо, то увидимъ, что оно 
представляетъ уравнене 1-й стелени 


В КАНА) -у(В—фВ) 9—0, = 


(138) 


Это уравненше представляеть нфкоторую прямую, носящую на- 
зван!е радикальной оси динныхь кругов. 

`Такимъ образомъ, задача о нахожден!и точекъ пересфчешя двухъ. 
круговъ сводится къ нахождею точекъ пересфчен!я одного изъ кру- 
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говъ съ радикальной осью. Отсюда заключаемъ, что точекъ пересфче- 
ня двухь круговъ будетъ двЪ. Точки эти могутъ быть дЪйствитель- 
ными, различными или совпадающими, и мнимыми. 

Въ первомъ случаЪ круги пересвкаются, во второмъ касаются, 
а въ третьемъ, вообще говоря, не имфютъ общихъ точекъ. 

Во всЪхъ этихъ случаяхъ, какъ видно изъ уравненя (138), ради- 
кальная ось представляеть иЪфкоторую дЪйствительную прямую, при- 
чемъ въ первомъ случав она представляеть общую хорду нашихъ 
круговъ, а во второмъ общую касательную. 

Если вспомнимъ геометричесвя значеня чисель Ё и И, и зам®- 
тимъ, что уравнеше радикальной оси можетъ быть написано въ видь 


Е 


ое (199) 


то отсюда легко заключимъ, что райнмальная об есть вометриеское 
место такихь точекь, изо  произедешя отрьзковь, спкущиль, яро- 
веденныхь изь каждой из нихь м тому в дррюму крупу, будуть оди- 
наковы. 

Тонкий радикальной овен, лежанил вть зруювь, обладають, иикз 
эвю слдуеть изь уравнемя (139), еще птъмё свойствомь, зпио длины 
хагательних, проведенныхе иль Баокдой‘ изь нить къ одному и друюму 
кра. равны рут друзу. 

Предоставляемъ самимь читателямъ доказать еще одно свойство 
радикальной оси, а именно, что она перпендикулярна къ прямой, со- 
единяющей центры друхъь круговъ. 

93. Положимъ теперь, что у насъ имЪется три круга, уравнейя 
которыхъ пусть будутъ 


Е==0, 


Найдемъ уравненя радикальныхь осей каждой пары этихъ круговъ. 
Уравненя эти будуть 


тд Е Е, ЕВ — Е, Е —Е представляють многочлены первой 
хтепени относительно координатъ # и у. 

Такъ какъ эти три многочлена въ суммЪ даютъ тождественно 
нуль, ибо 


(ЕЕ) + (Е- Е) + (ЕВ =® 


143 


при всевозможныхь значемяхь зи у, то, слфдовательно, разсматри- 
ваемыя прямыя пересфкаются въ одной точкЪ; такимъ образомъ, прихо- 
димъ къ теорем: эрн радикельныя ог каждыть зирежь крузовь, взятыть 


зопирно, переспкаютен 65 одной точкль. 
Эта точка называется радикалиюыиь невиромь трехъ круговъ. 
94. Будемъ по прежнему черезъь Е и #, обозначать многочлены 


25у с03 ® Ру? Аж + Ву-+- С 
Е, = 2" Эхусозо + у Ах + Ву С.. 


.... (40) 


Какъ мы видфли, уравнене 
Е— В =0 


представляетъь уравнене радикальной оси. 
Посмотримъ, что представляетъь болфе общее уравнене вида 


ЕВ 0, сн. . : (141) 


гдБ ^ какое-угодно число. 

Нетрудно видфть, что уравнене радикальной оси получается 
изъ (141), если положимъ въ немъ ^ = 1. 

Подставляя въ уравнен!е {141}, вмъсто Еи Е ихъ значеня, 
напишемъ это уравнеше въ видё 


(2+2 1-Х дусоза = (1-Ю у (АА) = (В-АВЗ) у 0-0, 50, 


Какъ нетрудно видЪфть, для всхъ конечныхъ значенй \, отлич- 
ныхь отъ единицы, это уравневе представляетъ уравнен!е круга. 
Далфе изъ уравненя (141) вытекаетъ, что при всевозможныхъ 
конечныхь значешяхъ ^ уравнене это удовлетворяется координатами 
точекъ перес5чеШя круговъ 
, Е=0, 


:.. 049) 


Итакъ, уравнеше (141) при любомь конечномь знамени }, за пехлюче-. 
чйемь \==1, предетавляеть уравнейе круш, проходящего черезз точки 
перссьченая крузювь (142), или, какь зоворите иода, `предетавллеть при 
перелнзтноггь 7. уравнеше пучта крузовь, протодящиль черезз дез точки пере- 
ейчешя крузовг (142). 

Легко показать, что уравнеше любую круза, проходящело через 
ноу перестченая крузовь (142), за исключентемь хруга 

Е =0, 


можне предотавинь в5 видъ (141). 
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Дъйствительно, на любомъ изъ подобныхъ круговъ возьмемъ 
какую-либо точку (л.н), отличную оть точекъ пересЪченя круговъ (142). 

Обозначимъ черезъ Е и Ё\" результатъ вставки въ многочлены 
Е и Л! чисель (гьм,) вм®сто в и у и подберемъ параметръ ^ такъ, 
чтобы координаты (л„/} удовлетворяли уравненйо (141}; тогда мы 
должны нмфть 


о -=0, 


откуда, такъ какъ число Е,“ отлично отъ, нуля, ибо точка (ли, и.) 
не лежитъ на кругЪ А, =0, имЪемъ 
5% 


= . 
р 


Итакъ, при этомъ значени 7. кругъ 


проходить черезъ дв точки пересвченя круговъ (142} и черезъ 
третью точку (7.1.}. а какъ извфетно, черезъ три точки проходить 
только одниЪ кругъ. 

Такимъ образомь теорема ‘паша доказана. 

Нетрудно вилфть, что уравнеше 


#Е--з 


гхф хи 1 каюя-угодпо конечныя числа, не равныя одновременно 
нулю, тоже представляеть уравиеше того-же пучка, причемъ это 
уравиеше при 2 =-б обратится въ Ё==0, а при х=0 въ Ё, =0. 

95. Найлемъ геометрическое значене параметра }, входящаго въ 
уравиеще (141} пучка круговъ. 

Дадимъ > нзкоторое опредзленное числовое значеше ин возьмемъ 


какую-нибудь точку = (2, у) на круг 


ЕЕ, 


черт, 70 
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Для координатъь этой точки числа ЕЁ и И, представляютъ квад- 
раты длинъ касательныхъ, проведенныхь черезъ точку Я къ кругамъ 


2—0, Е =0, 


а потому видимъ, что чнело 


предолавляеть отноше коибритоза длинь кавательныхь, проведенных 
изз тонека круш 


0 


— АЕ 


по уриемь КО, №0. 

Такь какъ для разсматриваемаго круга Х постоянно, то от- 
сюда приходимъ къ слфдующей теоремЪ: зеометримескимь  миетомь 
для которыеь онношете длин ъасательныхь по двумь дацнымь 
круналь  ссоиь велимина постоянная, сяужиють круз, проходящие 
тоиьки перееьменся деуеа донныхь кругов. 

96. Выведемъ еще условя касашя двухъ кругов, заданныхъ въ 
прямоугольной систем координатъ уравнейями 


церсзь 


о о = 


(у -Но-ЫР=на. 


черт. 7/. 


Какъ нетрудно видфть, если эти круги касаются виЪъшнимъ об- 


разомъ (черт. 71), разстояше ихъ центровъ „Л: равно суммЪ длинъ 
радтусовъ, а потому 


ДАЙ = (а— в) -- (6—6) = + п); 


это услоше внфшняго касанй. 
Если круги касаются внутреннимъ образомъ, причемъ радусъ 
второго круга г, меньше радтуса перваго круга г, то разстсяне цент- 
А. И, ИШЕВОРСИНЬ АПАЛИТИ. ГЕОМЕТРУТ 10 
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- зерт. 72. 


ровъ ЯЗ, (черт. 72) равно г—.а потому услове внутренияго каса- 
ния будеть 


(ига укра, 


Предоставаяемъ читателю самому вывести условя касашя, когда 
круги заданы общими уравнешями. 

97. Еспи (2, и) одна изъ точекъ пересфчешя двухъ круговъ, 
то мы говоримЪъ, что круги пересЪкаются въ точкЪ (т, и) подъ уг- 
ломь е, если уголъ между касательными, проведенными къ нашимЪ 
кругамъ вь точкЪ (хе, н,), равенъ ©. 


5’, то говоримъ, что круги пересфкаются въ точкЪ 


Если 9 


(г, 93) ортолонально. 
Выведемъ услове ортогональности двухъ круговъ 


а ип, 
а (уфы 


Если точка (х, уз) точка пересфчешя нашихъ круговъ, то имЪ- 
емъ тождественно 


(а (и — 6) 
(иу-а)з-- (ь- > те 0. 


Уравненя касательныхъ къ разсматриваемымъ кругамъ вЪ точкЪ 
@®, в.) будуть 


ея ии шп 6, 
(2—4) ( пола) + и- 6) %—В)- 


.... (43) 
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а услове ихъ перпендикулярности напишется такъ;: 


(и — а) (а 4, — 6) 9—6) =0. . . (148) 


Услов!я (143) и (144) можемъ написать, раскрывши скобки, та- 
кимъ образомъ: 


аи, Оби т 


а ий — Зам — Эри -нар-- и? — ит =0, 
злу — (аа) — Фу ав НЫ =0. 


Вычитая теперь послЬднее равенство изъ перваго, а затъмъ изъ 
второго, найдемъ 


(фа -- (Би ф — В Ы— 


(«— ада, | (в би рай Рой — аа, — №, — 72 =0 


Наконецъ, складывая послфдн!я два равенства, получимъ посл 
простыхъ преобразовайй 


артерии 0. 
Это и есть искомое услове ортогональности; такъ какъ въ него 


не входять координаты точки (2, %,), то, слЪдовательно, наши круги 
пересфкаются ортогонально въ обфихъ точкахъ пересфченя. 


черт, 73. 


Геометрически оно можеть быть истолковано такъ: треугольникъ 
А СС:, (черт. 73). гдЪ Си С: центры круговъ, а 4 какая-либо точка 
ихъ пересфченя, прямоугольный, причемъ катетами его служатъ 
радусы СА и СА, а гипотенузой разстояме между центрами. 


ГЛАВА У. 
Геометрическ!я м5ста. 


98. Подъ геометрическимъ мфстомъ, какъ мы уже говорили, под- 
разумвается совокупность точекъ, подчиняющихся опредфленному 
геометрическому закону. 

Если, исходя изъ самого опредфлен!я закона, можно выразить его 
однимъ равенствомъ, заключающимъ только координаты любой точки 
разсматриваемаго геометрическаго мЬста и постоянныя числа. то такое 
равенство и представить уравнене наиего геометрическаго мЪсга. 

Такимъ образомъ, исходя непосредственно изъ опрелфлешя геоме- 
трическаго м5ста, можно было, напр., найти уравнешя коническихь 
сфчен 

Но иногда данныя условя приводять не къ одному. а къ нЪ- 
сколькимъ уравнешямъ, заключающимъ кром5 координатъ точекъ 
искомаго геометрическаго мЪста и постоянныхъ чиселъ, еще нзкото- 
рыя перемЪнныя величины или. какъ ихъ называютъ, нераметры. 

Такъ, напр.. при рЬшенм механическихь задачь о движени 
точки въ плоскости координаты точекь траектор!и часто получаются 
въ видб опреяБленныхъ функшй времени. т. е. въ видь 


& 


#0), =... 5 


ИзслБлуемъ, каково геометрическое значеше подобнаго заданя 
кривой въ видб уравненй (145). 

При данномъ значенви парамегра { каждое изъ уравненй (145) 
въ отдЬльности взятое, представляеть опредЪленную прямую, парал- 
лельную одной изъ осей координатъ. 

Если предположимъ, что функщи Ги з’непрерывны, то непре- 
рывному измфненио параметра { булутъ соотвЪтствовать непрерывныя 
перемфщеня разсматриваемыхь прямыхъ параллельно самимъ себЪ. 
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Такимъ образомъ, если геометрическое мЪсто задано уравнешями 
{145}, то мы можемъ разсматривать его, какъ совокупность точекъ пере- 
сфченыя соотвфтственныхъ прямыхъ, принадлежащихь двумъ различ- 
нымъ системамъ 


Г. и=3(. 


При этомъ соотвфтственными прямыми мы считаемъ т 
соотвфтствуютъ одному и тому же значейо параметра 1. 

99. Обобщимъ нЪФсколько этотъ процессь образования геометри- 
ческаго мЪста. 

Пусть имфемъ двф системы кривыхъ (черт. 74), уравненя кото- 
рыхъ замлочаютъ параметръ {, или. какъ говорятъ, два семейства. 
хризыху, пусть ихъ уравнешя будуть 


‚ которыя 


(т. 1,0 ==0, А 5) (145) 


Будемъ измфнять въ этихъ уравненяхъ параметръ #. Если пред-` 
положимъ, что функщи / и / непрерывны относительно & то этому. 
измфненНю будутъ соотвфтствовать непрерывныя перемфщеня нашихъ 
кривыхъ, сопряженныя, вообще говоря, съ н$»которыми ихъ дефор- 
мащями. 


Чери. 74 


При данномъ значении #, уравненя (148) опредляютъ нЪко, орую 
систему точекъ пересфченя соотвьтствующихъ кривыхъ, причемъ подъ 
соотвЪтствующими кривыми опять подразум5ваются тф, которыя со- 
отвЪтствуютъ одному и тому же зпаченю (. 

При измфнени параметра # какъ мы уже говорили, кривыя 


Ра) ==0, (вид = 0. 
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будуть перемьщаться, а вмЪст съ ними будуть измЪнять свое по- 
ложене и точки ихъ пересфченя. 

Какъ найти уравнеие геометрическаго мЪста всБхъ этихъ то- 
чекъ пересфченя соотвтственныхъ кривыхъ? 

Положимъ, что (1,1) прелставляютъ координаты ` какой-либо 
точки пересфченя М, двухь соотвЪтственныхь кривыхъ / = Ои 
Ё == 0. Въ такомъ случа должно существовать хоть одно значене 
параметра #, при которомъ уравневя (146) удовлетворяются тожде- 
ственно значенями 


‘и, 9 — 4. 
Другими словами, при этихъ значешяхъ & и у два урависнл отнносительно & 


Е @ы. 0) =0, ржу» 


0..... 047 


будуть имфть хоть одно общее рЬшене, а это возможно лишь тогда, 
когда между коэффищентами этихъ уравнен!й существуеть н$которая 
зависимость. Чтобы получить эту зависимость, нужно изъ уравнен!й 
(147) исключить #. Такъ какъ коэффишенты уравненй (147), разсма- 
триваемыхъ, какъ уравнен!я, опредвляюцИя #, зависятъ отъ т, и и, 
то эта зависимость будетъ вида 


В) =... (148 


гдз Я н8которая функщя отъ м, и м. 

За точку (7, \) мы приняли любую точку пересфчения двухъ ка- 
кихъ-либо соотвътственныхь кривыхь /=0и {, =0, а потому ясно 
что координаты любой точки пересфченя этихъ кривыхъ удовлетво- 
ряютъ уравнению 


В ву = 0... (149 


полученному путемъ исключен изъ этихъ уравненй параметра г. 
Наоборотъ, любая точка (а, у,), координаты которой удовлетво- 
ряютъ уравнению (149), представляетъ точку пересъченя двухъ соотвЪфт- 
ственныхъ кривыхъ (146). 
Въ самомъ дЬлЪ, такъ какъ равенство (148} представляетъ усло- 
ве совмЪфстности относительно # уравненй 


(2 у» = 0, Г @ъь 0 =0 


то, сльдовательно, вообще говоря, существуетъь такое значене пара- 
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метра {= &, при которомъ уравненя 


ау) = 0, Л 0 =0 


удовлетворяются зваченями ; В, И == №. 
Такимъ образомъ, приходимъ къ слЬдующей теоремЪ: уравнешемь 
яеометринескаю мт точекъ перевьменя соотвтлиственныхь кривыть 


двужь осмейство 


Ги =, В 69 


адъ Е пореышый паринетрь, служение уравнеще 
Вой =0. 


которое получается путемь нехлюченя параметра { изь даппыть уравиепй. 
100. Такъ какъ уравнеше 


представляетъ уравнен!е ссвокупносиие кривызь, описаппыхъ различными 
точками пересфченя соотвфтственныхь кривыхъ разсматриваемыхь 
семействЪъ, то оно, вообще говоря, представится въ вид 


и (2,9) - 2: (т, 
гдЪ уравненя 


з (2,5) ‚(м = 


яву = зн, (150) 


соотвзтствуютъ кривымъ, описаннымъ различными точками пересв- 
ченя кривыхъ 
ид =0, Пу. 0 = 0. 


Чаще всего приходится разсматривать геометрическое мЪФсто ка- 
кой-ЛибО опредпленной точки пересфчешя соотвЪтственныхъ кривыхЪ 


вал =о Пи =0. 


Эта опредфлениая точка удовлетворяеть еще нзкоторымъ доба- 
вочнымъ условямъ, поэтому, чтобы найти уравнене ея геометриче- 
скаго мЬста, мы должны посмотрФть, кая изъ уравненйй (150) удо- 
влетворяютъ этимъ добавочнымъ условямъ. 

101. Пойдемъ теперь еще дальше въ наиихъ обобщешяхъ 

Мы предполагали, что наше геометрическое мЪфсто задано двумя 
уравнешями, заключающими одинъ параметръ. 
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Можетъ ли оно быть залано двумя уравнешями, заключающими 
большее число параметровъ, напримфръ, уравнеными вида 


р. } 
дви = 2? 
Легко видфть, что, вообще говоря, подобнымъ уравнешямъ бу- 


лутъ удовлетворять координаты любой точки плоскости. Въ самомъ 
ДВлЪ, если 


0. Ре...) 


% 


= 


представляюту, координаты какой-либо точки плоскости, то при я = 2 
уравненя 


Ромы = 0. И ыы ь,...Ь) == 0, 


допускають, вообще говоря, рёшешя относительно 1,2. ...!,. 

Такимь образомъ, въ разсматриваемомъ случаЪ уравнешямъ / ==0, 
т 0 удовлетворяютъ координаты любой точкн плоскости, Правда, 
иногда составъ этихь уравненй можетъ быть таковъ, что всЪ пара- 
метры изъ нихъ исключаются; это будетъ имфть мЪето. папримёръ, 
тогда, когда разсматриваемыя уравнены зависять только отъ одной 
опредвленной функши этихъ параметровъ, т. е. представляютъ урав- 
нешя вида 


РС 
дЬ ® опредЪленная функц отъ к, И, .. 1 


Другой подобный частный случай будетъ тогда, когда одно изъ 
нашихь уравнешй можно замфнить эквивалентнымъ уравненемъ вида 


2 


ГДВ (а, у) отъ параметровъ ‘не зависнтъ. 
Итакъ, если исключимъ частные случаи, то уравнеШя 


А ене -=0, 


н` 


В.) 9) == 0, 


а а), Би, 0 . . (50 


только тогда, будуть представлять опредлениое геометрическое 
мЪсто, а не всЪ точки плоскости, когда число независимыхъ парамет- 
ровъ равно единицЪ, т.е. когда между и параметрами существуеть 
(1—1) зависимостей 


Ар 


ф 


5 


(ыы) 


ии } =0. (158. 


Чтобы найти уравнене геометрическаго мфста точекъ перес®че- 
ия кривыхъ (151), необходимо изъ в -- | уравневй (151) и (152) исклю- 
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чить п параметровъ 1,4... 6. Полученное уравнене 


(а, у) ==0 


и будеть уравнешемъ искомаго геометрическаго мЪсга. 

Мы не будемъ останавливаться на доказательствЪ этого пред- 
ложешя, такъ какъ это было бы повторешемъ разсужден!й, приведен- 
пыхъ въ $ 99. 

102. Разсмотримъ теперь нЪфсколько примфровъ на опредЪлеше 
уравненёй геометрическихъ мЪстъ. 

Задина Г. Дань уголь по величин$ и положению. Въ точкахъ 
пересЪчешя сторонъ угла съ нкоторой прямой, движущейся парал- 
лельно самой себЪ, возстанавляются перпендикуляры къ этимъ сторо- 
намъ, Найти уравневе геометрическаго мЪста точекъ пересфчешя 
этихъ перпендикуляровъ. 


Примемъ стороны даннаго угла, величина котораго пусть будетъ 
®. за оси жи у (черт. 75; Уравнете перемъщающейся прямой 1,7, 
будетъ 


уе о... (83) 


гдЪ ® опредьленное число, а { перемЪнный параметръ. 

Разсмотримъ нЪкоторое опредЪленное положеше нашей прямой 
РИ, для чего въ уравнени (158) положимъ & равнымъ н$которому 
опредъленному числу. Уравнеше соотвЪтственной прямой 4417, какъ 
прямой, проходящей черезъ точку пересфчешя прямой №2, и оси 
3-овъ, будетъ 


у— тт —#-- = 
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гдф параметръ АХ опредвлится изъ условя перпендикулярности этой 
прямой съ осью х-овъ, т. е. съ прямой у =0 
Если вспомнимъ, что услове перпендикулярности прямыхь 


Аз ВИНО, Ча Ву =0, 
въ случаЪ, когда осн координатъ составляютъ уголь в, будеть 
АА, + ВВ, — созш (АВ, + Я.В) ==0, 
то для опредфленя ^ найдемъ уравнеше 


1 А м с0$® 


откуда 


А = — {1+1 60$ 8}, 


а, слЬдовательно, уравнеше прямой 42/ таково: 


0. (154 


- ну с05щ 


Равнымъ образомъ, уравнене прямой ВМ, какъ проходящей 
черезъ точку пересфченя прямой (153) и прямой х=0, напишемъ въ 
ВИДЬ 


ут. Ё 


гдЪ ^ опредфляется изъ услозя перпендикулярности этой прямой сть 
прямой д = 0; это услове будетъ 


^— т — с03® 


откуда 


7 т + с0$ в. 


СлЪдовательно, уравнеше прямой ВМ будетъ 
дозе Ру—й=0. ,... ., 4155} 
Исключая изъ уравненй (154) и (155) параметръ №, найдемъ 
уравнен!е искомаго геометрическаго мфста 
(и г сова} = (1 21 05%) у=0. 


Такъ какъ полученное уравнене 1 й степени относительно коор- 
динатъ, то, слфдовательно, искомое геометрическое мЪсто предста- 
вляеть нёкоторую прямую; эта прямая, какъ нетрудно видфть, про- 
ходитъ черезъ начало координатъ, т. е. черезь вершину даинаго угла- 


порт. 76. 


Задвиа ИП, Данъ уголь по величинв и положенйо и точка Г 
Черезъ эту точку проводятся двф какя-либо сфкупйя. Найти геоме- 
трическое мЪсто точекъ пересёченя 1 прямыхъ, соединяющихъ 
между собою точки пересфчешя сзкущихъ со сторонами даннаго 
угла (черт. 76). 

Примемъ стороны даннаго угла за оси хи у; пусть координаты 
данной точки Р будуть (21, /\). Проведемъ черезъ точку Р двЪ сЪъку- 
ния РА и РВ, соотвЪтственныя уравнешя которыхъ пусть будутъ 


ит =и(и— я) уби=и(--м). 


Чтобы найти уравнешя прямыхь А и СВ, соединяющихъь точки 
пПересфчентя этихъ сфкущихъ съ осями координатъ, достаточно знать 
величины отрфзковъ Ол, ОВ, ОС, 00), дБлаемыхъ нашими сфкущими 
на осяхъ координать, 

Опредфляя эти отрфзки, найдемъ 


ти — м эт — у 


ое, ов, Осел -: ши, Оби и, 


а потому уравнешя прямыхъ АР и ВС, какъ опредфляемыхъ отрЪз- 
ками на‚осяхъ, будутъ 


у а 
Я — м 


т — 9 


послЪ приведешя къ одному знаменателю получимъ 


эн (уу и) 5 (таг — ду == Чу - 9) ви — т), 


ту (ут (та — уу — 91) ви — тия) 


158 _ 


Вычитая изъ 1-го уравиеня второе, найдемъ 


ив) (има) 


‘откуда видимъ, что искомое геометрическое место дается уравненемв 


Уна, ине: : (156) 
т. е. представляеть прямую, проходящую черезъ начало координатъ; 
эта прямая носить назваше яолиры точки Р по отношению къ’.парЪ 
прямыхь Охи 0». Что. касается точки Р, то она носитъ назване 


‚ яолюса этой прямой по отношению къ иарЪ пересъкающихся прямыхъ 


Огги Ох. 


Замфтимъ, что ири рёшени нашей задачи мы имфли здЪсь тоть 
второй частный случа", когда несмотря на то, что геометрическое 
это опредЪляется лвумя уравнешямись двумя параметрами в и у, 
оно, тьмъ не менЪфе, представляегь не вс$ точки плоскости, а н®кото- 
рую линю. 

Обратимъ внимане на слфдующее интересное свойство поляры, 
Возьмемъ на поляр» точки Р/г, м) какую-либо точку (15 Ея коор- 
динаты тождественно удовлетворяютъ уравненио поляры, т. е 


туз == 0. ен: (197) 


и 


Если теперь примемъ (›», у.) за полюсъ, то ея поляра будетъ 
дана уравненемъ 


2 


Не зу 


нь. (158) 


Обращаясь къ тождеству (157} видимъ, что уравненю (158) удо- 
влетроряютъ координаты. (2, ‚) точки Р; другими словами, поляра 
нашей точки (> проходить черезъь точку Р. Такъ какъ точка 
‘т, у") тобая точка на полярф точки Р, то отсюла приходимъ къ 
заключенио, что поллры веъть сточекь, лежеащить не поллрь сточки Р, 
прогодять черезь эточгу В. 


Задача ИГ. Черезъ точку пересЪченшя 4) двухъ круговь прово- 
дится сфкущая, пересЪкающая эти круги кромЪ точки О еще въ 
точкахь А и |. Найти геометрическое мфсто среданъ отрфзковЪ 41, 
предполагая, что наша сфкущая вращается около точки 0. 

Выберемъ за координатныя оси двз какмя-либо перпендикуляр- 
чыя между собою пряммыя, проходяция черезъь точку О (черт. 77). 


черт. 77. 


Уравнеше нашихъ круговъ, имфющихь центры, положимъ. въ. 
точкахъ (а, 6) и (в, 8) и проходящихь черезъ начало кординатъ, 
будуть соотвЪтственно 


г — ак — 2 у=0, 
.... 58 


— 2% -- 90. У 0. 
Уравнене пучка сфкущихъ, проходящихъ черезъ 0, будетъ 
Чт, 


гдз т перемфнный параметръ. 

Чтобы найти координаты точекъ пересфчемя А и В данныхъ 
круговъ съ какой либо изъ этихъ сфкущихъ, мы должны рфшить. 
каждое изъ уравневй (159) съ уравнешемъ у= их. 

Подставляя въ первое изъ нихъ тх вмЪсто у, получимъ 


(2-Е 1] а — (а Вт) х = 0, 


Посльднее уравнее имфетъ два р®шеня: ›-==0,  соотвЪт- 
ствующее точкЪ 0, и другое *., опредфляемое изъ уравненя 


(+ Пн 2 (а т) = 0... .. (160) 
Точно такъ же абсцисса точки В опредфлится изъ уравнен!я 


би) =0.... . (161 


158 


Если черезъ {*, 4) обозначимь координаты средины 47 отрёзка 
В, т. е, положимъ, что 


-- 
м 


2 


а 
р 


и сложимъ равенства’ {160} и (161), то получимъ 


Е Оф ит атм) 


9... . (162) 


` Если, наконецъ. замфтимъ что точка (: 4) лежить на нашей 
сЪкущей, т. е. что ея координаты удовлетворяютъ уравненпо 


ли, 


то, исключая м изъ послЪдняго уравненя и уравнения (1623, получимъ 
уравнен!е искомаго геометрическаго м8ста 


4-Е) 1=0, 


Послвднее уравнене представляеть кругз, проходяцИй черезъ 
начало координатъ и имъишй центрь въ точкЪ 


Ви 


т. в. въ точкё, дфлящей пополамъ разстояме между центрами дан- 
ныхь круговъ. 


ГЛАВА \. 
Классификаця кривыхъ 2-й степени, 


103. Перейдемъ теперь къ общему разсмотрЪнио кривыхъ 9-й 
степени, т. е, кривыхъ, уравненя которыхъ въ Декартовыхь коорди- 
натахъ имЪютЪ видъ 


Аз? +2 Ву + Сео ++ Е 


о... (183) 


Чтобы изслЪдовать видъ кривой, соотвЪтствующей данному урав- 
ненюо, естественнЁе всего р%Фшить это уравнен!е относительно одной 
какой-либо координаты, положимъ у, и изслфдовать затёмъ получен- 
ную такимъ образомъ функцно отъ =. 

Однако мы поступимъ нфсколько иначе и ‘для изслфдованя 
вида кривой, соотв тствующей уравненгю (163), воспользуемся разложе- 
вемъ лЪвой части этого уравнешя на азгебраическую сумму квад- 
ратовъ. 

Положимъ сперва. что хотя одинъ изъ коэффишентовъ при: 
или не равенъ нулю. Не нарушая общности, можемъ положить, 
что отъ нуля отличенъ коэффищенть 4. 

Умножая на него наше уравнене и располагая лЪвую часть 
полученнаго уравнешя по степенямъ =, напишемъ его въ видЪ 


2-+2Ах(Вут Б) + Абу +2АВу + АР-0. 


А 


Дополнимъ теперь до полнаго квадрата члены, заключающие г, 
для чего прибавимъ и вычтемъ по (Ву-+ 0}; тогда приведемъ наше 
уравнен!е къ виду 


{Ах -- Ву. Б)- (АС — В*) "+2 (АЕ— ВР) у+ АР: = 0... (164) 
Положимъ для краткости 


лб-В=мМ, — АБ--ВР-М, 
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Предположимь сперва, что 4/ отличио оть нуля; тогда, дополняя 
до полнаго квадрата члены съ уомъ, напишемъ наше уравнеше 
слфдующимъ образомъ; 


у о .. (65) 


(де В+ М (* +у 


Для болЪе удобнаго изслъдовашя кривой введемъ новую систему 
координатъ, принявъ прямую 


ик 


НАУ О= 
за ось и, а прямую 


и 


за ось =, 
Эти прямыя не параллельны между собою, ибо по предположение 
А 0. СоотвЪтственныя формулы преобразоваия будуть (см. $ 5} 


, , , № 
д’ ==й (Аг -- Ви-Е 0}, Е (++ у] , 


гдз Й ий нфкоторыя опредъленныя числа. 
Такимъ образомъ, полагая 


РУХ 


А 


и пользуясь выражешями для 2 и у’, приведемъ уравнеше (165) къ 
виду 


‚ А 
ГМ 


{166} 


+ 


2 


Итакъ, приходимъ къ слВдующей теорем: сели в® общень иурав- 
пени (162) одинь изв копрфинголтновь при и или ? нвыражене М 


отяннны бтз пуля, и, при вавзибыяениенномь выборь поордниатиы.сь овей, 
можно призести это правтойе ка виду (166). 

#04. Замфтимь предварительно, что кривая (166} симметрична 
относительно введенныхь нами осей ди у’, ибо каждому значенно т’ со- 
отвтствуеть 2 равиыхъ по абсолютной величин® и противонолож- 
ныхъ по зпаку значешя у’, и, наоборотъ, 

Иначе, то же обстоятельство можно выразить такъ: хорды, парал- 
лельныя одной изъ осей координатъ хи у, къ которымъ отнесено 
уравнение (166), дВлятся другой пополамъ. 
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Прямыя, относительно которыхъ кривая 9-го порядка симме- 
тричиа. носятъ названйе Инеметрох» . 

Бели на баметра обладиюиь ппьмь свойствомь, что борды. проце- 
оенныл пираллольно одпому изо нить, Фълятей руси пополамь, то тие 
Фалотры нолывиантея соприлевиными баметразлог. 

Такимъ образомъ, въ. разематриваемомъ случафЪ координатныя 
оси > пи представяяютъ для нашей кривой пару сопряженныхъ 
даметровъ. 

1905. Изсльнуемъ теперь, каковъ будетъ видъ кривой, соотвЪт- 
ствующей уравненио (166`, въ завнсимости отъ значейшй коэффишен- 
товь Ли А, входящихъ въ это урлвнеше. 

Положимъ сперва, что М положительно, т. е, что АС — В? >> 0, 
и раземотризмтъ три случая: когда АА — отрицательно, положительно и 
равно нулю, 

Пусть М 


20. 
А 


Обращаясь къ уравненно 166’. раздВлимъ обф его части на— " 


и положимъ 


47, 


г а п Р, положительныя числа; тогда уравнеше  166`° иапи- 
шется въ видЬ 


167 


Отсюда видимъ, что координаты м’ и и’ не могутъь принимать 
безконечныхъ значенй, т. е., что кривая не иметъ безконечно-удален- 
ныхъ точекъ. 

Изъ того же уравнешя 167: 
шее значенте г’ получимъ при у 


слфдуетъ, что наибольшее и наимень- 
—0; эти значеня будутъ 


Ио, 


Точно такъ же наибольшее и наименьшее значеше и’ набдемъ, 
полагая въ изслБлуемомъ уравнеши +’ ==0; этими знячевями булутъ 


И=-УЬ 


Построивши прямыя : — в. найдемъ параллело- 


граммъ, выЪ котораго нфтъ точекъ нашей кривой ‘черт. 78. 


А, П. ГИНЕЦООСКИЙ, ХЛАЛИТИУ. ГРОМЕТВУЬ п. 


черт. 75. 


Замфтимъ, что съ возрастанемъ абсолютной величины 2’, аббо-. 
люотная величина 4’ какъ это видно изъ уравнеия .167\, убываетъ и 
наоборотъ. Это обстоятельство, въ связи со сказанныыъ раньше, даетъ 
возможность составить себф представлене © видЪ разсматриваемой 
кривой. 

Кривая эта, соотвфтствующая уравнение :166’ при условяхъ 
М> и А < 0, носитъ назваше »ульпса и, какъ увидимъ впослфдствии, 
представляетъ коническое сфчеше, съ которымъ мы уже отчасти по- 
знакомились ‘см. $ 24}, 

105. Переходимъ ко второму случаю, когда № ли Азот е 
когда лфвая часть уравнешя {166} представляетъ сумму трехъ квад- 
ратовъ, изъ которыхъ посл$дыЙ положительная постоянная величина; 
въ этомъ случаЪ нЪтъ никакихъ дФйствительныхъ значенй хи у’, 
которыя удовлетворяли бы уравненно :166). 

Такимъ образомъ, въ этомъ случаф наше уравнеше представля- 
етъ мнимую кривую, которая носитъ назване ‘инилиго эллитеа. 

107. Наконецъ, при М > би А = Оразсматриваемое уравнене (166) 
приводится къ виду 


Ау 


ео (168 


т. ев, представляеть однородное уравнеше относительно я’и у, а 
такое уравнене, какъ мы знаемъ. представляетъ совокупность двухъ 
прямыхъ, 

Въ самомъ дь 


уравнеше (168! можно представить въ видЪ 


УИ : 
1 169) 
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такъ какъ М> 0, то У- М число мнимое, а, слфдовательно, наше 
уравнен{е представляеть совокупность двухъ мнимыхъ прямыхъ. За- 
мзтимъ, что эти прямыя пересфкаются въ дЪйствительной точкЪь 
= у-0. 

108. Разсмотримъ теперь тотъ случай, когда 1/0. Этотъ слу- 
чай, въ свою очередь, распадается на три, въ зависимости отъ того, 
какое изъ условй Д`>0, АХО, А ==0, имфеть мЪсто. 

Пусть У<0и А>0. 


Дъля уравнен!е на _5 и полагая 


гдз а и В, положительныя числа, нанишемъ его въ видЪ 


оу 


Ръшая это уравнене относительно у’, найдемъ, что 


а, у: 


О 


(4... (0 


откуда замфчаемъ, что дЪйствительныя значеня для д’ будуть полу- 
чаться лишь при условия 


послфднее услов!е можетъ быть замфнено двумя: 


л’ гы ав или, 


поэтому внутри области, ограниченной прямыми а 
кривой нЪтъ. 

Изъ уравнемя (17П видимъ, что кривая расположена симме- 
трично относительно оси а". 

Далфе изъ того же уравнены (171* заключаемъ, что когда 
стремится къ + <>, то у’ также стремится къ о. откуда видно, 
что наша кривая имфетъ безконечно-удаленныя точки (черт. 79*. Та- 
кимъ образомъ, наша кривая представляетъ кривую разомкнутую, со- 
стоящую изъ двухъ вЪтвей. Кривая эта носитъ назван зизерболы и 


а, точекъ 
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тождественна съ той кривой. съ которой мы уже отчасти познакомились. 
109. Для лучшаго изслЬдованы формы гиперболы построимъ 
еще двЪ прямыя, носян я назва исилиинот»ь гиперболы. 
Уравнешя ихъ получимъ. приравнивая нулю въ уравнеши гипер- 
болы совокупность членовъ 2-го измфреня; такимъ образомъ, урав- 
неше асимптотъ будетъ 


Покажемъ, что разность между ординатами соотвфтственныхъ т0- 
чекъ, взятыхъ на вЪтвяхъ гиперболы и на опредфлениой асимптотЪ, при 
увеличении 2” до -— 5 или уменыпени его до — > будетъ стремиться. 
къ пулю; другими словами, покажемъ, что асимптота и гипёрбола 
имфютЪ общую безконечно-улаленную точку. 

Разсмотримъ часть вфтви кривой её (черт. 80;, для которой 
&>0и/>0, и найдемъ разность: 5, — у, гдз И, сордината асим- 
птоты 

в 
а, 


а /’— ордината кривой; разность эта будетъ 
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черт. 80. 


перенося ирращональность въ знаменатель, найдемъ 


и" й 1 
и —: 
мины 
а 


Такъ какъ здфсь х’> 0, то отсюда видимъ, что разность и,” 
всегла больше нуля, т.е. игл. 

Такимь обраломъ, разсматриваемая вЪтвь кривой заключается 
внутри угла, образованнаго осью м’ съ прямой 


. (72) 


а 


РЕ 
== 


1 


Далъе изъ {172` слъдуетъ, что 
. уетъ, 


ы (ии) = 
с 


т. е., что ‘разность между ординатами точекъ в®тви аб кривой и пря- 


‚_ б 


мой „” при достаточно болышомъ значени д’ можеть быть 


м 
сдЪлана сколь угодно малой. 

Легко показать, что та же прямая будетъ обладать тЪмъ же 
свойствомъ и относительно части вЪфтви кривой а’?’, для которой 
и<биу< 6. | 

Въ самомъ дЪлЪ, въ этомъ случаЪ разность орлинатъ’ соотвЪт- 
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ственныхъ точекъ кривой и асимптоты будетъ 


и-е чьи 


а, 


а такъ какъ здЪсь #<0, то уу <0, и, слЁдовательно, раз 
сматриваемая часть вЪтви’ кривой а’{’ будетъ. лежать между осью 
д’ и асимптотой {7/.. Далфе опять находимъ, что 

Ито (у) =0. 
— 5 


Такимъ образомъ, прямая 


‘иметь — съ нашей геперболой какъ будто двЪ общихъ безконечно- 
улаленныхъ точки, но такь какъ, на прямой имфется только одна 
безконечно-удаленная точка, то отсюда заключаемъ, что выивю аби 
&'Ъ замыкаются в шина исимтопота киенетед кривой ‚на безтонечносни. 

Совершенно аналогичное изслфдоване приведетъ нась къ за- 
ключенио, что и прямая 


касается нашей кривой на безконечности. Далфе, нетрудно будеть 
вывести заключене, что кривая расположена внутри двухъ вертикаль- 
ныхъ угловъ, образуемыхъ асимптотами. 

#10. Случай, когда М> 0 ид < 0 отличается отъ разсмотрфннаго 
тмъ. что роль оси =’ будетъ здьсь играть ось у и обратно. 

Полагая въ этомъ случаЪ въ общемъ уравнензи (166) 


А 
тм 


—а 2, 


гдЪ а,  положительныя числа, напишемъ это уравнеше въ видЪ 


откуда 


167 


Изъ послфдняго выражешя видно, что необходимымъ условемъ 
для дЪйствнтельности х’будетъ услове 


такимъ образомъ, дЪйствительныя точки кривой получимъ лишь 
тогда, когда у’ =: + В..либо когда “=: — 6). В 
+. найдемъ, что въ, облста, лежащей 


Построивъ прямыя у’ 
между этими прямыми. точекъ кривой нЪтъ (черт. 81), 


р 

| 
1 
8 

| : 

| | ю 

| 

| 

черт. 81. 
Когда у’ стремится кь со, а’ также стремится къ 4 ог, Даль- 


нЪйшее изслёдоване покажеть, что мы имфемъ и здфсь гиперболу, 
только иначе расположенную относительно осей, 

ИГ. Наконецъ, при Л :=0 уравнене (166) однородно относительно 
жиз и имфеть видъ 
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или 


такъ какъ 20, то это уравнен представляеть пару дЪйствитель- 
ныхь прямыхъ, прохолящихъ черезъ точку (0, 0). другими словами, пару 
пересфкающихся прямыхъ. 

112. Такимь образомъ, уравнеше (163) въ разсмотр®ииыхъ слу- 
чаяхъ соотвЪфтствуетъь кривымъ, которыя обладаютъ слфдующимъ об- 
щимъ свойствомъ: кривыя эти допускаютъ нару сопряжениыхь д!аме- 
тровъ. пересфкающихся въ точк%, лежащей на конечномъ разстоян!и; эта 
точка пересфченя носитъ назван ленирч. Она обладаетъ еще тфмъ 
свойствомъ, что хорды, нрохоляния черезъ нее, дЪлятся въ пей по- 
поламь. Въ самомъ дЪлЪ. ураннене какой-либо хорды. проходязмей 
через цеитръ. Оиу-==0, будетъ 


им еее 03) 


Чтобы найти координаты точекъ пересфчея этой хорды съ на- 
шей кривой (156), нужно р№нить совмфстно посл лиее уравнене съ 
уравиенемь (173), Подставляя мя’ выЪсто ‘у’ въ уравнеше (166), пай- 
демъ уравиене 


Ми) А 


г 


имфющее 2 рьшешя относительно 2’; такъ какъ въ это уравиеше #' 
въ первой стенени не входитъ, то сумма его корней д; и равиа 
нулю, т. Е, 


{174) 


Если обозначимъ черезъ и ц координаты средины хорды, т.е. 


положимъ, что: 


я == 
й 


и замфтимъ, что точка (2, 1) лежить на прямой у’ -:и*, то получимъ 
на основани {174} и {173). что #-=:0 и ч==0. 

Этимъ и доказывается наша теорема. 

Присутстве центра для кривыхъ, для которыхъ А/= А@ — В 
отлично отъ нуля, представляетъ характерпую особсиность этихъ кри- 
выхъ, почему ихъ и иазываютЪ иентральными кривыми: 
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Мы увидимъ впослёдстви, что центральныя кривыя 2.й степени 


имыюоть только одниг цеви. 
113. Теперь перейдемъ къ случаю, когда 


М=АС— 1 ==0. 


При этомъ услов!и уравнеше (164) 
= Вил. 2+ (46 — В) м, (АЕ В+ АР 1 =0 


(А. 


принимаетъ видъ 


(А 


Ву-- 1-2 
Разсмотримъ два случая: 


| М ==0, ХО и 2) № ==0, № 


Въ первомъ случаЪ выберемъ за новыя оси координатъ прямыя 


220. З\ЕРаз 0: 


Е -- Ву 


тогда, полагая 


с Би 
1 


п). 


2+ 1), 


1 . 
-5 опредфленныя числа, получимъ уравнеше разсматри- 


ваемой кривой въ видь 


тд й и 


а, 
эт 


или 


Ор ни нари,. И) 


причемъ # р. 

Вели р >20, то для отрицательныхъ значе у’ значеня х' мнимы, 
а, слфдовательно, въ этомъ случа въ полуплоскости, гдф ›’ отрица- 
тёльно, нфтъ дЬйствительныхъ точекъ кривой. 

Давая у’ положительныя значеня, будемъ получать для „” по два 
значеня, равныхъ по абсолютной величин и- противоположныхъ по 
знаку, отчуда заключаемъ, что кривая симметрична относительно оси у". . 
Другими словами, нана ось у представляеть Фимичирь кривой. 

Когда и’ стремится къ-°:, стремится къ безконечности и 2", 
слЬдовательно кривая наша имфетъь безконечно-удаленныя точки. 
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Эта кривая есть ничто иное, какъ знакомая намъ парабола (черт. 89). 


у 


иерт, &2. 


Если бы р быпо отрицательно, то, какъ легко видфть, парабола 
была бы расположена въ области отрицательныхъ у". 

114. Переходимъ теперь ко второму случаю, когла при М = 0 
и число №=:0; при этомъ предположени уравнеше (164) будетъ 


Р- 


(Ав Бу Бу 


такъ какъ лЪвая часть его можеть быть разложена на два линейныхъ 
множителя, то мы можемъ его написать такъ: 


(1 


Если Р> 0, то ИР величина мнимая, и, слфдовательно, въ 
этомъ случаЪ имфемъ пару мнимыхъ параллельныхъ прямыхъ 


(Е ВЕРИТ ВЕ И-Р=0 


Ах ВИТ Р=О, 
Ак в -И- ры 0. 


При Р<0 получимъ пару дЪйствительныхь  параллельныхъ 
прямыхъ; наконецъ, при Р= 0 пару совпадающихь прямыхъ. Замф- 
тимъ между прочимьъ, что когда М =-би У - 0, то и величина А’ - 
-=РМ — №: равна нулю, и, наоборотъ: если Л --0 и А --:0, тои № 
равно нулю. 


Число © носить назвазе диглуичиниита уравненшя второй сте- 


пени. Какъ мы видфли, обращение его въ нуль-- необходимое и лоста- 
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точное услойе для того, чтобы уравнене 2 й степени представляло 
пару прямыхъ. 

115. Во всфхъ разсмотрВнныхъ случаяхъ мы предполагали, что 
хотя одинъ коэффищентъ при квадратахъ неизвВстныхъ не равенъ 
нулю. . 

Положимъ теперь, что 4 --0иС:-=0, т. е. что уравнеше (163) 
будетъ вида 

2Веи 20 + 2+ 0... (177 


Нетрудно видфть, что уравнеше (177) представляетъ либо гипер- 
болу либо пару пересфкающихся. прямыхъ. 
Дъйствительно, преобразуемъ уравнеше это слфдующимъ обра- 
зомъ: 
ырЯ р 


ое (Виру+? в Я В+ В+ р 


или 
2 (Ве № (Ву-- В) (ЕВ -ЗЕЛ)=0.. . . 078) 


Если РН- 2Е0 `:0, то уравнеше (178) представляеть пару пря- 
мыхЪ. 
При "В-Ы2ЕВ0 принимаемъ прямыя 


ВЕ 


0,  Ви+0=0 


за повыя оси; формулы преобразованя, какъ мы знаемъ, будутъ 


и уравнеше (178) представится въ такой форм: 
и. 


Въ зависимости отъ того, будетъ ли # положительно или отри- 
цательно, кривая будетъ_ лежать въ области. гдё 2 и у’ имфють 
одинаковые или разные знаки. 

Ръшая послфднее уравнене относительно какой-либо коорди- 
наты, положимъ у’, найдемъ, что 


Щи 
=’ 
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откуда. видимъ; то когда 2” стренитея:къ, = ордината у’. стремитря 
къ 0: наобороть, при’ премаени кБ + <> абщисва з' стремится. къ 5. 
Отеюда ‘заключаемъ, чб. оси м и-у: въ: этомъ . случа предетавляють 


аспизиноты. ` : 


`Нетрудно видЪТь, что’ разомитриваемая кривая ничто ‘иное, какъ 
зипербола. . 
“Въ самомъ дълЪ, замфчая. что имфемъ ‚тождественно 


` ` "и и ( 


приведемъ уравнене ваше къ виду 


или, полагая 


‘понучимъ 


‘а къ такому виду. какъ намъ уже извфстно, приводится уравнее 
зикерболы, | 

Замфтимъ, что для ‘уравнешы_ (177) выражене М = АС— 
равно — №№, т. е. представляеть отрицательное. Число, что, какъ мы 
видфли раньше, и должно имфть-мфсто. для ‚Уравнения ‘гиперболы. 

116. Резюмируемъ. телерь полученные ‘результаты. 

Вели-вЪъ’общемь уравнени 


+ Оу Ору к=0 


одинъ изъ. коэффищентовъ А. или С ивыражеше М = АС — 1 отличны 
оть/нуля, то уравнене наше помощью выдфленя квадратов можеть 
быть приведено къ Винду 


М 
№ 


гдф х’;у линейныя  функщи отъ г, у, а Л, №, о постоянныя (черезъ ® 


для краткости обозначаемъ м) 
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Въ разсматриваемомъ случа 1, въ зависимости отъ значенй коэф- 
фищентовь Л и ®, чаши уравненя представляютъ: 
{ 2050 — элипсъ, 
\ 2).20--мпимый элипсъ, 
| 3)» -0 пару мнимыхъ прямыхъ. пересъ- 


кающихся въ дЪйствительной точкЪ. 
о] перболу, 

у ги зу, 
0) 


Гари М 20 


Г Ьь; 
Ш при №0 | ох 
1 3:=0 - пару дЪФйствительныхь, пересЪ- 
катющихся прямыхъ. 
Если хоть одниъ изъ коэффннентовъ 4 или С’ не равенъ пулю, 
а М:-0, то уравнеше приводится къ виду: 


ЗАИР 


2 


и тогда имфемъ сльдующе случаи; 


Г при М+0....... парабола, 
и 2-0 пара ; 


| иствнтельныхъ параллельныхъ 
| прямыхъ, 
И при Х=0 12 > 0 пара миимыхъ параллельныхь пря- 
| мыхъ, 
' 8 Р=0 пара совпадающихъ прямыхъ. 
наконецъ, оба коэффишента’ Г и (’равны нулю. тогда 
30 и уравнене можетъ быть, приведено къ виду 


Если, ® { 0, то мы имфемъ гнперболу, если же ® — 0, то пару 
пересЪкающихся прямыхъ. ° 

Итакъ, во всфхъ случаяхъ уравнеше 2-й степени относительно 
Декартовыхъ координатъ представляеть коннческое сфчеше. 


ПересфчеНе прямой съ коническими сфченями. 


117. Прежде чЪмъ итти дальше, остановимся на вывод одного 
замфчательнаго тождества, играющаго весьма важную роль вЪ даль- 
кайшемъ изслфдовани. 
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Обозначимь черезь {/(../} многочленъ 2-й степени относительно 
Х иут. е. многочленъ 


а 2 Пьу + С-З БУ К. 


Подставимь въ этотъ многочленьъ х--й, у А вмёсто хиуи 
расположимъ его по стененямъ Й и [; тогда найдемъ: 


Га-ьу т = Але Ву СА Ох ЕВЕ 
+В АХ Ви 27) ТЕ Вь--2Су-- 28) +- АР ВЫЕ-Е СЕ: 


Легко видфть, что въ правой части членъ, незавнсяний отъь Аи, 
представляеть ничто иное, какъ / (7,5); что касается коэффищентовъ 
при № и &. то первый изъ нихъ представляетъь частную производную 
по эт, а второй частную производную по у отъ функщи / (т, 2). 

Такимъ образомъ, приходимъ къ слздующему тождеству: 


9 


ии 


тн р 
рей а +* 


Кети 3 4 + ви; т О. (179) 
#18. Перейдемъ теперь къ вопросу о пересзченй кривой 2-й сте- 
пени, т. е. коническаго с$ченя, съ какой-либо прямой. 


Пусть уравнеше какого-либо коническаго сФчешя будетъ 


Рену = т К ЭВли 1 би +2: ЗВу + Р=0. . (180) 


Черезъ произвольную точку 21 (4.5) плоскости проведемъ какую- 
либо прямую; уравнене ея, ‘какъ извЪстно, можеть быть написано 
вЪ видь 


. . (80 
или же въ параметрической форм 
э=а-Е И, ии. о... (182) 
гд% { параметръ. Угловой коэффитщентъ х нашей прямой равенъ и 


Каждому значенио параметра # соотвЪтствуеть одна точка прямой 
(181) и. наоборотъ, кажлой точк® этой прямой соотвЪфтствуетъ одно 
значен!е параметра. Такимъ образомъ, чтобы найти координаты какой- 
либо точки прямой (181), достаточно опредфлить соотвфтствующее 
значене параметра !. 
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Найдемъ координаты точки пересфченя прямой (181) съ кони- 
ческимь сфченемъ (180); для этого намъ надо рЬшить совмЪстно 
уравнешя (180) и (181). Но вмЪето того, чтобы итти такимъ путемъ, 


М А вм 


черт. 83. 


можно поступить нЪФсколько иначе. Если (с,/) координаты какой- 
либо точки пересфчен!я нашей кривой съ прямой (181), то, во-пер- 
выхь, координаты ея, какъ точки, лежащей на прямой (181), могутъ 
быть выражены въ видЪф (182); съ другой стороны, он должны удо- 
влетворять уравненио кривой / (=, у} =0; поэтому, подставляя ихъ зна- 
ченя (182) въ уравнене } (".й-=0, получимъ уравнеше для опре- 
дЪленя значенй параметра {, соотвЪтствующихь  искомымъ точ- 
камъ пересфченя, именно, уравнеше 


азот = Рае ИЕ 9! 
\ да 
ЕВме 


‚Ве -- С?) 50, (о... (183) 


ВР 
да ` 
когда въ нихъ вставлены вмфсто г и у соотвфтственно ти 6; этими 
обозначешями будемъ всегда пользоваться въ дальнЪйшемъ. 
Обращаясь къ уравненно (183), видимъ, что оно представляетъ 
уравнен!е 2-й степени относительно #. т. е. имфетъ 2 корня. Эти корни 
могутъ быть дЪйствительными или мнимыми, различными и равными. 


: 91.9, 
гдф черезъ обозначены числовыя значеня производныхь и ' 


беду’ 


ДЪйствительнымъ значенямъ !, очевидно, будутъ соотвфтство. 
вать дфйствительныя значеня (=,у), мнимымъ—мнимыя, равнымъ — 
равныя- 

Въ первомъ случа прямая пересфкаеть кривую въ двухъ дВй- 
ствительныхъ точкахъ, во второмъ въ двухъ мннмыхъ, а въ третьемъ 
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точки пересфчешя ‘прямой съ кривою сливаются и паша прямая ка- 
саетея кривой. 

Такь какъ точка (и, 6) взята нами произвольно точно такъ же, 
какъ и прямая, черезь нее проходящая, то изъ предыдущаго слф- 
дуетъ такая теорема: веякая примии пероствинань крипию 


етепсни 
65 Овиеа точкась, принемь точкь пин монриь быть Фыйствйтельныляе влк 
минмыми, рналнчнаици или созтадеющами: вь посатмюмь слуню прямия 
нобнь назвеце косвтельной 


Замфтимъ, что число точекъ пересфчешя какой-либо алгебраи- 
ческой кривой съ любой прямой. проведенной въ плоскости, носитъ 
назване порока кривой. 

Вотъ почему мы и называемъ коническя сфчешя кривыми 2-т 
порте. 

119. Уравнене (183) даетъ намъ возможность легко отвЪтить па 
слфдующий интересный вопросъ: можно-ли провести черезъ данную 
точку плоскости (ч,’} прямую, встрЬчающую данное коническое 
чене на безконечноеги? 


Такь какь. по уславио. точка пересфченя искомой прямой съ 
коническимь сфчешемь лежить на безкопечности, то, по крайней 
мЪрЪ. одни изъ ея координать (.,й; равна =5 далЪе, тэкъ какъ коэф- 
фищенты в, , | м, входяще въ уравнене искомой прямой всегда 
можемъ считать величипами копечпыми, то безконечно-большимь 
значенямъ координать (`,/} будетъ соотвЪтетвовать безконечно- 
большое значенге параметра { 

Итакъ, если наша прямая пересфкаетъ коническое сЪчеше на 
безконечиости, то уравнене {183} должно имфть безконечное рьшеве. 

Изъ теор! квадратныхъ уравненй извфстно, что это возможно 
лишь тогда, когда коэффищенть при Ё обращается въ нуль. 

Для уравнешя (1383) эзотъ случай имфетъ мЪсто, когда козффи- 
щенты Ги ** удовлетворяютъ уравнению 


АР За + Сы 


{134 


Уравнеше это однородно относительно # и м. а потому изъ него 


зн 


можемъ опредфлить отноикиие .° 


которое, какъ нетрудно 


видфть, представляеть угловой коэффищенть искомой прямой, Такъ 
какь для х получаемь два значешя, 10 отсюда заключаемъ, что 
через спобую сиючеу можно провесить вообще говори, бть примыя веуе- 
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еюкаюиин данное коеиеское спиилие иа безконечиоети. Направления этихъ 


прямыхъ, одинаковыя для всЪхъ точекъ плоскости, носятъ назван!е 
аеснапыпотическить нетравлешй, 


Если уравнеме (184) имфеть дЬйствительныя рЪшешя отно- 
т 


сительно & = ‚ то искомыя прямыя дЪйствительно существуютъ, а, 


слЪдовательно, данное коническое счене имЪетъ точки на безно- 
нечности; если же корни уравнения (184; мнимы, то коническое сЪ- 
чене не имфетъ точекъ на безконечности. 

Первый случай будетъ.имфть мфсто. когда АС — 
когда АС-- "> 0, причемъ когда АС — В 
равны другъ другу. 

Замфчая, что, когда АС — №0, коническое сфчеше прелста- 
вляетъ зинерболу, когди АО — 0, зараболу, и, когда А-В > 0. 
оллиеь, прикодимъ къ заключению, что для зиперболы сущисвевуень 
два дъистиительныхь асчалиттолитескить направлойя, для параболы одно 


0, второй, 
- 0, оба значеня в 


ав для эалинеи два мнимыхь. 


Обратимъ внимане на сяфдующ частный случай: положимъ, 
что въ уравнени { (г, у} == 0, коэффишенты 4 и С равны нулю; тогда 
уравнеше наше представляетъ гиперболу (случай двухъ прямыхъ мы 
исключаемъ); уравнене (18-) обращается въ 


Вт = 0, 


откуда видимъ, что асимптотическимъ направленымъ соотв®тствуютъ 
два значеня #{ = Обиж 0. 

Въ первомъ случа соотвЪтствующая прямая имфетъ уравнене 
х = а, во второмъ и == в, т. е. въ разсматриваемомъ случаЪ асимпто- 
тическими напривлен!ями будутъ направлен!я осей координатъ, 

120. Нетрудно теперь рёшить слёдующую задачу: иийни уривие- 
ие совокуппости ‘примыть, протодяцщихь черезь тоику (в, 0), в переелымию- 
зцить данное комичеекое спиеще } (т, /) = Она безконеиновти. 

Въ самомъ дЪлЪ, пусть (7, и; представляютъ координаты какой- 
либо точки на разсматриваемыхъ прямыхъ. 

`Если уравнен!е одной изъ этихъ прямыхъ будеть 


т0, какъ мы только что видЪли, коэффищенты его /, ж связаны од- 
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породной зависимостью 


АР 4-2 Вы 4 С 


Замфияя въ ипослфднемъ уравнении величины Ги № пропори!о- 
нальными имъ величинами х —чи /--5, изйдемъ зависимость между 
хоординатами любой точки искомыхъ прямыхь; такимъ образомъ, 
уравнене совокупности этнхт. прямыхъ будетъ 


А а) 


и ИО (ив =-0, 


Если данная точка (и. В) начало координатъ, т. е. если а 
$ = 0, то послфднее уравнеше приметъ видъ 


Какъ нетрудио видфть, яЪфвая часть этого уравненя предста“ 
вляетъ совокупность членовъ 2-го измЪремя въ уравнеши кониче- 
скаго сфченя. Отсюда видимъ, что. приравнивий совокунность иленив 
2-ю измиретн вь уравнеши коначескаю съчетя пулю, получима  урщенс- 
зе прямыть, прогодлщить черезь пашало коордилиннь и пересььаюниихь наше 
коническое ерчене на безконечиости. 


Касательныя, 


{21. Если прямая 
а _у-ь 
я ` 


уе, (185) 


касается кривой, то уравнене (183), изъ котораго опредЪляются зна- 
чен!я параметра для точекъ пересфчешя кривой съ разсматриваемой 
прямой, должно имЪфть равные корни. 

Какъ извфстно, услоые равенства корней квадратнаго уравнешя 


рег =о 
таково: 
Ар — 


а потому для уравнешя (183) оно будетв имЪть видъ 


и и 
АР (а, в) АР - ЭВВи ++ Сие — ( я Чт %) =0... (186) 
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Послёднее уравненше представляеть зависимость между коэф- 
фищентами Ё и 1! прямой (185), при которой эта прямая представля- 
етъ касательную. 

Уравнен!е (186) однородно относительно { и 21, а, слдовательно, 


р р тв 
изъ него мы можемъ опредфлить угловой коэффищентъ «=-г пря- 


мой (185). 

Такъ какъ для < изъ уравненя (186} получимъ два значе- 
ня и такъ какъ точка (а, 5) произвольная точка плоскости, то от- 
сюда приходимъ къ слЬдующей теоремЪ: нерезь любую точку плоскости 
людено провести къ коническому еъчению двь кавательныя. 

Въ зависимости’ оть значен « касательныя эти могуть быть 
дфиствительными или мнимыми, различными или совпадающими. 
Замътимъ, что число касательныхъ, `которыя можно провести изъ 
любой точки’ плоскости къ алгебраической кривой, носить назван!е 
зласси этой кривой, 

Такимъ образомъ, видимъ, что кривыя 2-ю порядка будуть вм 
синь съ тплю п иривыми 2-ю класса. 

122. Какъ найти уравнене касательныхъ, проходящихъ черезъ 
точку (а, 9}? 

Ясно, что для этого мы должны р®шить уравневше (186) отно- 
сительно «= и подставить эти значеня я въ уравнене (185). Но 
можно поступить и иначе: если Ги м коэффищенты въ уравиени 
искомой касательной, т. е. удовлетворяють условно (186), то. для ко- 
ординать любой точки (х.у}, лежащей на этой касательной, они, въ 
©илу уравнения (185}, пропорщюнальны разностямъ = — а, у— 8. 

Такъ какъ зависимость (186) однородна относительно величинъ 
Ти ль то, какъ извЪстно, мы можемъ въ ней замнить эти величины 
величинами имъ пропорщональными. 

Подставляя поэтому въ (186) я—а иу— В вм®сто физ, най- 
ъдемъ уравнене 


47 (<, 5) [А га) + 26 (фа) (9—5) Су — 
[ео ж+о-9 (.... . (187) 


Уравнеше это, однородное относительно линейныхъ функшй 
т—в. у В, представляеть зависимость между координатами любой 
точки, лежащей на какой-либо изъ касательныхь къ кривой, проведен- 
чыхь черезъ точку (а, 5). 
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123. Положимъ теперь, что точка 4 (и,6) взята на коническомъ. 
сЪчени, т. е„ что ея координаты удовлетворяютъ уравнению / (т, /) = 0 
(черт. 84). При такомъ предположени имфемъ, что / (4,5) =0, и 
тогда уравнене (187) нашихъ касательныхъ принимаетъ видъ 


9 иь |= 


—) 


р 


ед 


черт, 54. 


а это уравнене пары совиадающихъ прямыхъ. 

Отсюда заключаемъ. что въ разсматриваемомь случаё дв наши 
касательныя совпадаютъ. или, другими словами, что иь данной точть 
(а, 1}, лежащей ни кривой 2-Й степени, мозено провести только одну гаситель- 
ую; уравиете ея таково; 


9 , 
оо о-ы ...... (83 


124. Чтобы покончить съ касательными къ коническимъ с$че- 
нямъ, ръшимъ еще слфдующую `задачу: пийни уравиеше киситель- 
хоничеекольу смени [(х, У)-Е0, проведенныхь параляельно ильгото- 
‚Рому направленно. 

Пусть (а,5) координаты какой-либо произвольной точки на на- 
шей искомой касательной; уравнен этой касательной можетъ быть. 
представлено въ видЪ 


еЬ К 


ити, У=ЬТи...... (189) 


Такъ какъ направлене касательной дано, то, слфдовательно 


2 


данъ ся угловой коэффищентъ « = -;-, поэтому мы можемъ предио- 


ложить, что въ уравнешяхъ (189) коэффищенты и ан даны. 
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По предыдущему, услове, что прямая (189) касается коническаго 


сфченя будетъ 
р) В 
(ини = 


4Г (а. 6) (ае-- 28 - Сы? 


... . (90) 


Въ послфднее услове кром коэффищеитовъ уравненя кони- 
ческаго свчешя /(^,у)=0  входятъ данныя величины Ги ти ко- 
орлинаты (4,6} какой-либо точки, лежащей на искомой касательной. 

Такъ какъ уравневе (190) относительно координатъ (ч,5} 2-й 
степени, то отсюда заключаемъ, что оно представляете уравнение пары 
кнеотельныеь, проведениыхь зараллельно данному напривленть 

Обращаемъ внимане на то обстоятельство, что въ уравненйи (190} 
координаты (и.6) представляютъ координаты любьй точки нашихъ 
касательныхъ. 


Асимптоты. 


125. До сихъ поръ направлен!е касательныхъ мы выбирали совер- 
шенно произвольно. Примемъ теперь за данное направлеше этихъ 
касательныхъ одно изЪ аениниюотнчеекнть направлений. 

Въ такомъ случаЪ коэффишенты Ги м искомыхъ касательныхь 
удовлетворяютъ уравненно (см. $ 118) 


И 2 + Ст 


(191) 


а потому уравнене (190) совокупности касательныхъ, параллельныхъ 
этому направлению приметъ видъ 


( 1 и т %] (192) 
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тдЬ (а,5) координаты любой точки разсматриваемыхъ касательныхъ, 

Изъ уравнен!я (192) видимъ, что обЪ наши касательныя сливаются; 
слфдовательно, заралаельно одному изё абнлизиотичеенихь напривленй 
‚можно ‘провеети только одиц кавательиию. Эта касательная‘ носитъ 
назване иснлирновы, 

Такъ какь гипербола имфеть два дЪйствительныя асимптоти- 
чеся иаправленя, парабола одно, а эллипсъ два мнимыя, то от- 
<юда заключаемъ, что зилербола иметь дв Фпйстонтельныя  аснит- 
заоты, наробола одну, эллинеь да манмыя. 

128. Изъ самого опредъленя асимптотическихъ направлен ясно, 
что асимптоты касаются коническаго сфченя на безконечности. Ана- 


132 


литически это вытекаеть изъ того обстоятельства. что при рЪеши 
задачи о пересфчеши коническаго сфчешя съ какой-либо асимптотой 
въ уравнени, которое служить для опредфлешя зпаченшы параметра 
{, соотв®тствующаго точкв пересъчешя, т. е. въ уравненн {см. $ 117) 


0 


р) 9! \ 
.й на 1 -- СМ Эр + Сы № + 
Ра + фи | НР ЭВ + Си 
коэффищепты при и { равны нулю, а при этихь условыхь оба 
кория этого уравнешя равны безконечности. 

127, Чтобы найти уравнеше асимптоты. мы должны, очевидно 


рЁшить уравнеше (191) относительно # и почставить найденное 


й 
{ 
значене въ уравиеше {192} соотвфтствующей асимптоты, т. е. въ 
уравнеше 


й й 
и 50 
де РИ 


4... (93) 


Здъсь черезъ (7,9) мы замфиили координаты (и, 2}, такъ какъ 
точка съ координатами (ч,6} люзил точка асимптоты, 

128. Особый интересъ представляеть уравнашие (193; асимптоты 
въ слупаВ параболы, т.е. когда 


аб— 0. 


Въ этом» случаЪ по крайней мФрЬ одни изъ кояффищептовть 
А или С отличенъ отъ нуля, ибо, иначе, при А *-=0 и при условия 
4АС-- 5: =0 коэффишенть ВБ тоже равнялся бы нулю, т. е, уравнеше 
паше было бы 1-й степени. 

Полагая, что 4 +0 и умножая уравнеше (191) на А, мы, въ силу 
условя 210 — 1" =0, приведемъ его къ виду 


(АГ Вы == 0, 


а потому угловой коэффищентъ асимптотическаго направлешя пара- 
болы будетъ 


В ка В и 
Подставляя полученное значене въ уравнеше (193), найдемъ, 


{ 
что уравнеше это обратится въ слЪдующее: 


(АВ АВ 2+ (Аб Ви АБВ 


., 194 
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въ силу же услойя [С -- 2—0 оно принимаетъ видъ 


аАБ-- ВИ 


Такъ какъ въ случа параболы величнна АЙ — ВР == М отлична 
оть нуля (см. $ 112), то приходимъ къ уравнеийо асимитоты пара- 
болы 


гдф М постоянная. отличная отъ нуля, а это уравнеше представляетъ 
уравнеше безконечио удаленной прямой ($ 51), 

Отсюда уже закпочаемь, что аенлмиинитой нареболи служить 063- 
вонечно-улениия прямая, 

129. Оставляя въ сторон параболу, задалимся вопросомъ. какъ 
пайти уравиеше совокупности асимитотъ гиперболы или эланиса; 
въ послвднемь случа, какъ мы уже знаемъ, асимитоты мнимы. 

Чтобы найти это уравнене, поступныъ слфлующимъ образомъ. 

Пусть (г, /) кординаты какой-либо точки любой изъ асимптотъ. 
Эти координаты удовлетворяютьъ уравнению (193} соотвЪтствующей 
з 


: . 
асимптоты. ОпредЪляя изъ посяфдняго уравненя отношеше , 


п вста- 


вляя его значене въ уравнене (101) 


АВ > ЭВВи — С» 


которому подчинены коэффишенты Ги № асиуптоты, найлемъ за- 
висимость между координатами любой точки на асимптотахъ, т. е, 
урабшяие совокузности асилпонот. 

Уравневе это, имфюшее видъ 


А (и -2в % с 


9 р (195) 


} 


однорьдно относительно @нуть лниейныхв мночлеииьь 


1 оне рабизэЕ 
цу 28 + Су +28. 


Даметры, 


139. Перейдемъ теперь къ изслфдованио даметровъ кривыхъ 2-го 
порядка, причемъ, обобщая. поня\е о даметрЪ круга, назовемъ 
Яелетромь оривой 2-ю порядка звометринеское днылто ередить парил- 
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зезьниха между собою хорд», Что касается хорды. то хордой назовемъ 
отрёзокъ прямой, заключающся между точками ея пересвченя съ 
хоннческимъ сфчешемь 


ву) =0. 


Нетрудно показать, что этимъ геометрическимъ мфстомъ будетъ 
прямая лип. 


Вл, самомъ дЪлЬ, пусть (1, 4) координаты средины какой-либо 


хорды еъ угловымъ коэффищентомъя: 


Уравнемя этой хорды въ параметрической форм могутъ быть 
написаны въ видЪ 


я 


+ ужа... @96 


Пусть дазЪе (хь и) и (25. и) координаты концовъ разсматривае- 
мой хорды, а (1 м Ё соотвфтствуюния имъ звачешя параметра #; тогда 


ма ао, 
дес 09 
ча, 


Такъ какъ, по условно, (5, %` координаты средины разсматривае- 
мой хорды, то 


А. 
о. 998 


Изъ равенствъ (197) получимъ 


ЕЕ -Ы, 


ии и 


Сопоставляя эти два соотношения съ (198). нахолимъ 


Кеы 


0 ши ы=о ..... 099) 


Коэффищенты { и`ж не могутъ одновременно равняться нулю, 
тАкъ какъ при подобномъ допущеши уравнешя зашей хорды пред- 
ставились бы одновременно въ видв 


ге 


т. е. наша хорда была бы параллельной, какъ оси я-овъ, такъ и оси 
у-овъ, что невозможно. 


Такимъ образомъ, изъ (199) выводимъ, что 


ПО, ее 000) 


Какъ уже знаемъ, значешя /р и 6, соотвфтствующё точкамъ 
пересфченя прямой (196) съ коническимъ сфчешемъ 


Их, 4) 


опредфляются изъ уравненя 


га 
ный) =: 3) + (1 9 


„97 
РЕ, он я аььаныт Св) в=0. (201) 
Въ силу условя (2001, если (+, 1) представляютъ координаты 
средины разсматриваемой хорды, послёднее уравнене должно имфть 
корни. отличающиеся только знакомъ, а это возможно лищь въ слу- 
емъ коэффищенть при ! равенъ нулю, т. е. когда 


ао 


от 


ее (202) 


Послфднее уравнеше, представляющее зависимость между ко- 
орлинатами средины любой хорды съ угловымъ коэффищентомъ 


4 =. и будетъ уравненемъ искомаго геометрическаго м%ста. 


т 
18 
Замфчая, что 


9! 


р 


2 (41+ Ва 2), 


4 ор Я 
= 28+ 04+ 1), 


въ видъ 
(АЕ Ви 0) Зи СЬЕ- СА Е)зёО, . . . {208} 


откуда видимъ, что искомое геометрическое мфсто представляетъ 
прямую. 

Итакъ, зеомеиричеекимь мъызнома средить чираялольныха между собою 
хорд» будеть прямая. 

Эту прямую назовемъ Фаметромь, сопражениымь 5 паправленемь 
данцыхь хордь. 
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Замфчая, что направлене хордъ опредфляется угловымъ коэф- 
фищентомъ я или, что то же, коэффищентами [и м», будемъ говорить 
для краткости, что Оммених (203) сонрлисиь съ итравяенемь (1, т) 
нац сь направленель я, 

131, Уравнеше (209] или, что то же, (203) обратится въ простое 
тождество, если коэффищенты при $ из и свободный членъ въ немъ 
обратятся въ нуль, т, е. если 


м-в 


Исключая изъ посяёднихъ выражен я =- 


‚ получимъ 


МАО В 


- ПВ 


подобная зависимость между коэффищентами, какъ извстно. бу- 
деть только въ томъ случа, когда коническое сВчеше представлясть 

пару параллельныхь или совпадающихь прямыхЪ. 
132. Найдемъ теперь зависимость, сумествующую между угловымъ 


: р . . 
коэффещентомь хорлъ х == ри угаовымь коэффищентомь даметра, 


сопряженнаго сь инми, 
Обозначимъ угловой коэффишенть послфдняго черезъ а, тогда 
изъ (203) пя 


(204) 


Отсюли заключаемъь что, вообще, съ измвнешемъ направленя 
хорлъ. т. е. коэффишента х будеть измфняться и 3. 

Посмотримъ, при какихъ условихъ коэффищентъ 2, не зависить 
отъ 2. 

Зависимость (204} можно написать такъ: 


(аыву я (В 0) 


Посл®днее равенство будетъ справедливо при веевозможныем зна- 
-ченяхь », если одновременно имфютъ мЪсто равенства 


а-аВ = 


Ва С==0. 


Опредфляя отсюда 2, нолучимъ 
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откуда имфемъ, что 


яс— 5 


Послфднее соотношен показываетъ, что наше коническое сЪче- 
не представляетъ параболу. Наоборотъ, при выполненн усзовя 


АС -- В =0 


ля 2 изъ (20 получпиъ значеше, не зависянее отъ я, именно 
д. Л 


И п. 


ы в С 


т. е, в5 млупею пириболы вов 'Намсици параллельны пожду собою, и урав 
поме любови чо пил будеть 


или 


+ Ву х= 


гдЪ числа ^ и различны для различныхъ’ маметровъ. 

Во всЪфхъ другихъ случаяхъ направлешя ламетровъ измфняются 
съ измфнешемь направленя сопряженныхъ съ ними хордъ. 

Оставляя теперь вЪ сторон параболу, обратимся къ зави- 
симости (204). Представляя ее въ вид 


АВ) + С, .. (205) 


видимъ, что выражеще (205) симметрично относительно я и ж. 

Отсюда заключаемъ, что, если ‚будемъ проводить хорды парал- 
лельно разсматриваемому д1аметру, т. е, имьющя угловой коэффии- 
ентъ и, то сопряженный съ ними даметръ будетъ имфть угловой 
коэффищентъ я. 

Такимъ образомъ, видимъ, что сушеемдуея безинеленное множе- 
со пару д’аметровь, обладанить утьмь свобритому, что хорды, парил- 
мельныя одному изв: ниж, дьлятел Зругни пополам. 

Таще даметры носятъ назван взанлио сопржиеенныхь другь св друнаме 
9465. 

133. Посмотримъ теперь, существують ли взаимно-перпендику- 
лярные сопряженные дзаметры, т. е. таке, которые дфлятъ пополамъ 
хорды перпендикулярныя къ инмъ. 
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Не нарушая общности, можемъ предположить, что оси коорди- 
натъ прямоугольшя, 

Такъ какъ искомые сопряженные даметры должны быть перпен- 
дикулярны между собою, то коэффишенты я и х, кромф зависимости 
(205) должны удовиетворять условно перпендикулярности 


—1. 


ре 


Изъ этого условя и {205} находимъ 


Зная сумму и произведене 2 и +х,. пайдемъ квадратное уравнене, 
корнями котораго служатъ эти числа; оно будеть 


Во... (06) 


Такъ какъ 
11 — С 4 В 0, 


то послфдиее уравнене всегда имЪетъь дЪйствительные корни, т. е. 
зееда пуцестоуеть пира взанино-периендикулирныхь сопряженных деле 
въ Эти даметры носятъ назваш@ гесй симметрии кривой илв злисныть 
9:а 


рн, 
#34. Пользуясь этимъ опредълешемь осей симметрии очень легко 
написать ихъ уравнения. 
Рьшимъ, напримфръ, такую частную задачу: найти оси симметри 
кривой 


1) = бу — 2=--бу— 


отнесенной къ прямоугольной системЪ координатъ. 
“Уравнене дтаметра, сопряженнаго съ направлешемъ =, таково: 


или въ данномъ случа® 


2 тбу—2 + 2(6х + 8и.-5) 


угловой коэффищенть его 


2+6 14-39, 
6+8 З+4’ 


и ==- 


если этоть даметръ прелставляетъ ось симметрии, то для него ви: == — 
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или 


откуда 


Такимъ образомъ, уравнемя осей симметри разсматриваемой 
кривой будутъ 


в. _ 
22+ би--2+ ИУ в 8-5) 
дот би 2+ (—УБ) (Е 8и -5) _ 


2 
135. Уравнеше (206) обращается въ простое тождество, когда 
А С==0, В=0, 


Посльдь!я условя показываютъ, что въ этомъ случаф разсматри- 
ваемая кривая—кругъ. 
Полагая въ (205) 


получимъ, что а, + 1==0, т. е, что въ круг всЪ сопряженные 
дламетры взаимно-перпендикулярны,—результатъ ‘извфстный изъ эле- 
ментарной геометрёи. 

136. До сихъ поръ направлене хордъ было у нась произвольно. 
Посмотримъ, каково будеть уравнеше даметровъ, сопряженныхь съ 
асимптотическимъ направленемъ. 

Угловой коэффищентъ « какого-либо асимптотическаго напра- 
вленя, какъ намъ извЪстно, опредьляется изъ уравненя 


Ао со, 07) 


Если черезъ а, обозначимъ угловой коэффищентъь сопряженнаго 
съ нимъ направлены, то по предыдущему между я и м должна быть. 
зависимость (205\. 

Вычитая равенство (207) изъ равенства (205), получимъ 


{и --и) (В-- 6) =0 ..,.... (208} 
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Второй изъ множителей въ пуль не можетъ обратиться, такъ 
} . 
с: 
теперь подставимъ вмЪфсто х его значеше въ {207}, то получимъ, 
что 


какъ. полагая его равнымъ нулю, получимъ для я значеше — если 


А@— В: -:. 0, 


т. е.. что разсматриваемая кривая парабола; этотъ случай мы нсклю- 

чили. а потому изъ 1208) имъемъ, что 2; = у 

наранлейе сим сз вобею созрижено. 
Итакъ, уравнен!е дламетра, сопряженняго съ самимъ собою, будетъ 


, Т. ©., ЧТО чсилинновиниеское 


. ое. (209} 
ог Чи 
гдВ х корень уравнеНя 208}, а если такъ, то уравнеше (209} пред- 
ставляеть ничто иное какъ асимитоту, 

Итакъ, аеалодниниг предонаклнееь Обмлизирь, сопряженный съ силима 
собою. или, нниче, испмьтота дпмныь поноламь торды, париллельныя ей 
самой. 

Этотъ на первый взглядъ парадоксальный выводъ объясняется легко, 
если вепомнимъ, что вс% хорды, имюпЦя асимптотическое направлене 
пересфкаютъ кривую въ одной точкБ на безкопечиости; слфдовательно, 
средины этихъ хордъ, тоже ниходяшщяся на безконечности. и предста- 
вляютъ точки пересфченя ихъ съ параллельной имъ асимптотой. 

137. Пользуясь только-что выведенными свойствами асимптотъ 
„легко написать ихъ уравненя. 

Пусть, напримЪфръ, требуется найти уравнен!я асимптотъ кривой 


422 — 10у — у — 2 5 бу—8=0. 
Уравнеше даметра. сопряженнаго съ направлешемъ ч, будетъ 


82 — 10—22 (— 105-25 +5) =0 


угловой коэффищенть его 


4 — 5 


Если нашъ даметръ представляетъ аснмптоту, то для него ж;-= 
а потому для опредълешя я въ этомъ случаВ имфемъ уравнеше 
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или 


4 10=—4 


откуда 
а=—5+И 29. 


Такимъ образомъ искомыя уравнешя асимптотъ будуть 


8= — 1—2 —-(-5+И99) (104 +2и—5) =0, 
82 — Ши-2-(-5-И 9) (10. 2—5) =0. 


138. Мы оставили пока въ сторон параболу. Очевидно, такъ 
какъ всЪ ея даметры параллельны между собою, то взаимно-сопря- 
женныхь даметровъ она не имфетъ, Легко видфть, однако, что она 
имЪетъ одинъ главный д!аметръ или ось, т. е. такой даметръ, кото- 
рый дълитъ пополамъ перпендикулярныя къ нему хорды. 

Въ самомъ дфлЪ, угловой коэффищенть э: даметра параболы 
равешъ (см. $ 131) 


Если предположимъ. что нашъ дуаметръ представляетъ ось кри- 
вой и что оси координатъ прямоугольны, что мы всегда можемъ 
предположить, то угловой коэффишенть = сопряженныхь съ нимъ 
хордъ, какъ прямыхъ перпендикулярных къ оси, будетъ удовлетво- 
рять условно 


ва) = -—1, 


т. е. будеть равенъ 


найдемъ уравнеше искомой оси, 
Итакъ, нарабола напьене одну ось. 

139. Докажемъ теперь слёдующую интересную теорему: 
Эаметромь коннмескало спчеши, сопряоженныме вё паправлемемь какой- 
либо касательной, будеть /ометрь, прожодяийй черезь точку  касатл 
э1г0й касательной. 
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Въ самомъ длВ, уравнеше касательной въ какой-либо точ 
(1, \1) кривой будетъ 


ох. и 
и) 9% 2-1 бу 


откуда найдемЪ, что угловой коэффищентъ ея равенъ 


-* 


ди 


Подставляя въ уравнене д1аметра, сопряженнаго съ этимъ напра- 
влешемъ з, т. е. въ уравнене 


вМЪФето 2 его значен!е, получимъ уравнене искомаго маметра, сопря- 
женнаго съ направленемъ данной касательной въ видЪ 


ди ох 9х’ 0 

Подставляя въ это уравневе х, вмЪсто х и у, вмЪфсто у, видимъ, 
что оно удовлетворяется, т. е., что нашъ даметръ проходитъ черезъ. 
точку (хм, #4). 

Такимъ образомь, теорема доказана. 

Какъ слЪдств!е изъ нея вытекаетъ, что касательныя, проведенныя 
въ концахъ какого либо дбаметра, параллельны между собою. Въ 
самомъ дЬлЪ, обЪ онф параллельны хордамъ, которыя дфлятся этимъ. 
даметромъ пополамъ. 


Центръ. 
140. Уравнене маметровъ какой либо кривой 2-го порядка 
р, = Ам 2Вху + бр 2рх+2Ву+ Р=0 


имфетъ видъ 
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или, въ раскрытой формЪ, если при этомъ положимъ 


{Ах + Ву Пу+а(Вх ++ бу Е) -=0. 


При измнени ® отъ — <> до +05 послфднее уравнене пред- 
ставляеть уравнеше пучка прямыхъ, проходящихъ через точку’ пере- 
сфчея двухъ прямыхъ, уравнен!я которыхъ 


Чи ЁВут р =0, 


о 9 


19/ 
3 ду 


== Вх + бу+ В =0. 


Эта точка пересфченя всфхъ даметровъ кривой 2-го порядка 
моситъ назван!е иентра. Координаты этой точки найдемъ, рЬшая 
уравнения (210). 

Если обозначимъ эти координаты черезъ (а, #), то для нихъ 
легко получимъ сл6дующя выраженя; 

вЕ--6р Вр--АЕ 
де ' де-— в 


Числа (а, В) будутъ конечны, если 4С — 50, т.е. въ случаф, 
когда кривая представляетъ, эллиись, зинерболу или пару персеъваю- 
зцазгея прилиыть- Эти кривыя поэтому носятъ- назван!е нРИтраленыхь, 

Если 4С-- В*—=0, а числители выражешй для и № не равны 
нулю, т. е. если кривая представляеть параболу, то а и  имфютъ 
безконечныя значентя, т. е. центръ лежитъ на безконечности. 

Итакъ, зарабола имфеть центръ на безконечности или, какъ гово- 
рятъ иногда не совсёмъ правильно, не имфетъь центра. 

Наконецъ, если при АСЬ— 5—0 имЪеть место соотношен!е 
ВО ЛЕО, то кривая представляеть пару параллельныхъ иди 
совпадающихъ прямыхъ; въ этомъ случа два уравнешя (210) приво- 
дятся къ одному, и кривая имфеть прямую нентровь. 

141. Нетрудно показать, что в® центри, веь зроходянин  черезь 
нею хорды димятея поноламь, 

ЗамЪтимъ, что уравнешемъ всёхъ хордъ, проходящихъ черезъ 
центръ, т. е. черезъ точку пересфченя прямыхъ (210) 


... @и) 


+ СуиЕИ= 


будетъ, какъ извфстно. уравнене 
(Лет Ви-Р В) «Вх + бу В) = 
А. П. НШЕВОРСЫЙ. АНАЛИТИЧ. ГЕРМЕТРИЕ 13 
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гдф л изуЪняется отъ ---< до -— с”. Лругими словами, вс® эти хорды 
булуть ничфмъ инымъ, какъ дмаметрами кривой. 

Положимъ. что кривая центральная, и возьмемь теперь два 
какихъ-либо сопряженныхь лтаметра. Какъ извЪстно, средина одного 
изъ нихъ непремВнно лежитъ на другомъ, а такъ какъ эти даметры 
переськаются въ центрЪ, то эта средина и совиадаетъ съ центромъ. 
Такимъ образомъ теорема наша доказана- 


Каноничеся формы уравнешй кривыхъ 2-го порядка. 


142. Мы видли при паслЪдовани вида кривыхъ 2-го ио- 
рядка, какъ упрощаются уравнешя ихъ въ зависимости оть выбора 
координатвыхъ осей. Мы придемъ теперь къ тфмь же результатамъ, 
исходя изъ нёсколько иныхъ соображенй. Эти же соображевя ука- 
жуть намъ путь, которымъ нужно слЪловать для преобразовавя 
уравненй разсматриваемихъ кривыхъ къ простфйшей или, какъ гово- 
рятъ, хинопнчеекой формЪ. 

Прежде всего посмотримъ. какую форму приметь уравнеще кри- 
вой 2-го порядка, если примемъ за одну изъ осей координат какую- 
либо произвольную прямую, а за другую даметръ кривой, сопряжен- 
ный съ направленемъ первой прямой. 

Пусть уравнене нашей кривой будетъ 


д = А 9 Ван СРО Ву т Р=-0. . . (212) 


Примемь за ось у-овъ какую-либо прямую, а`за ось х-овь д!а- 
метръ, сопряженный съ направлевемъ осн у-овЪ. Такъ какъ уравне- 
не оси уовъ х=0, то уравнене сопряженнаго съ ней даметра 
получимъ, полагая 1=0 въ общемъ уравнени даметровъ 


9 % в. 
Г + т ди = 0; 
такимъ образомъ, уравнеше это будетъ 
1.91 ва су+Е (213) 
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По нашему условио дгаметръ (213) долженъ совпадать съ осью 
з-овъ, т.е. его уравненше должно быть у-=0. Къ посяфднему виду 
уравнен!е (213) приведется лишь тогда, когда въ уравнеши (212) коэф- 
фищенты Ви Е равны нулю, т. е. когда уравиене (212} имфеть видъ 


Роу == А + бич 2ра+Е=о. ... (214) 


Итакъ, если ось ж-005 представллеть днуметрь, сопряженный сё направле» 


зиемь ов у-оиь, то в5 уравневе привой не втодять члены, заклочаюние 
коордниату у 85 первой степени. 

143. За ось узовъ можемъ принять касательную, проведенную въ 
концЪ д1аметра, такъ какъ д1аметръ, сопряженный съ направлешемъ ка- 
сательной, проходитъ черезъ ея точку касан1я съ коническимъ свчешемъ. 

При подобномъ выборЪ координатныхъ осей кривая проходитъ че- 
резъ начало координатъ (черт. 85}, т. е. ея уравнеше удовлетворяется 
координатами х-0, у=-0, а это возможно лишь тогда, когда / 9. 


у 


черт. 85. 
Итакъ, сели зи оен у-0вз и т-овь приняты соотопиечлаенно касательная 
и сопряжениый её нею Фаметрь, то уравнеме кривой будеть вида 


Тед А+ Ор +0 ..... 95) 


+44. До сихъ поръ мы разсматривали любую кривую 2-го порядка; 
положимъ теперь, что разсматриваемая кривая представляетъ параболу, 
Выражене /М-=АС— В* для уравнешя (215) приводится къ 
виду АС, а потому въ случаЪ параболы АС ==0. Коэффишенть С не 
можетъ равняться нулю, ибо тогда уравнеше (215) представляло бы 


В 


пару прямыхъ, а потому 4 == 0; полагая еще -сг = — р, приходимъ къ 


заключению, что, если за обь у-09з 4 х-0вз приняты воотеьтетвенио каса- 
тельная и сопрлокенный ‘вв иею Фаметрь, то уравиеме параболы, будеть види 


2х. Но. (6) 


145. Вернемся, однако, къ уравнению (214). Допустимъ, что наша 
кривая центральная, т. е. что АС 0. Мы знаемъ, что тогда кривая 
имЪетъ безчисленное множество паръ сопряженныхъ д!аметровъ. 

Примемъ теперь за ось у-овъ не любую хорду, сопряженную съ 
даметромъ, который по нашему условно совпадаетЪъ съ осью =-овъ, 
а даметръ, сопряженный съ этимъ послъднимъ даметромъ. 
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Такъ какъ уравнеше оси х.овъ у==0, то уравнеше даметра, 
сопряженнаго съ ‘нею, будетъ въ данномъ случа, очевидно, 
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По нашему условпо этоть щаметръ долженъ совпадать съ осью. 
у-овъ, т. е. его уравнеше должно приводиться къ виду 0, а это 
возможно лишь тогда, когда коэффнщентъ Л въ уравненуи (217) ра- 
венъ нулю. 

ИМтакъ, если онневемь иснтральное коническое спчеие ка двулго взам. ино, 


сопрлмсиныхю диметрина, шо бышинийе чо пролить вибь 
д Е- 


31. ©, ве буйсто заплочать пербшль стененсй коврбннана. 
146. На основанй: сказаннаго легко решить слБдующую залачу: 
найти уравненя веть цгитральныхь хоническиль ецченнь для которы прямыя 


а 


Си 


(218) 


ам $ Бу т кр =0 
иредетавлянють пару сонрлиенвыхгь Фаметроть. 

Если первую изъ этихъ прямыхъ иримемъ за ось у’. а вторую за 
ось х', то формулы перехода отъ осей х и укъ осямъх' и у’ будутъ (см. $ 61} 
(па аи то), Ая + Буа, 


Е 


ГдЪ ри & коэффишенты, зависящие отъ угловъ, образуемыхъь нашими 
новыми и старыми осями. Уравнеще центральныхъ коническихъ сВченй, 
для которыхъ сопряженными д!аметрами будутъ оси хи у, какъ мы 
видфли, въ предыдущемъ $-$, будеть 


Ах’ + Су Г —=70. 


Подставляя сюда значеня х’и у’ черезь хи у и обозначая для 
краткости черезь 4; и ©, соотвфтственно числа .1? и С/", получимъ 
уравнен{е всЪхъ искомыхъ коническихь сфченй въ видЪ 


А, (5 + Ву 6) + С (аа уче Г 0. 


ЗдЪсь коэффищенты А, С,, Ё неопредвленны, причемъ А, и С, 
отличны отъ нуля. 

Для на одного изъ нихъ все уравнен!е, видимъ, что для полнаго 
опредфлешя коническаго сфченя по парф сопряженныхъ дламетровъ 
необходимо еще два услозмя, 

147. Мы показали, что уравненмя коническихъ сЪченй могутъ 
быть приведены къ одной изъ двухъ каноническихъ формъ: къ виду 


Ал + бр Р=0 
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въ случаЪ центральныхъ кривыхъ и къ виду 
. _ 42 = 22 
въ случа параболы, 
Покажемъ теперь, какъ на самомъ дфлЪ привести общее ура- 
внене кривыхъ 2-го порядка къ одному изъ указанныхъ видовъ, 
Начнемъ съ приведея уравнешя центральныхь кривыхъ. 


Пусть 
г.у) = Ал + ЗВти + Су ео Их ЗЕЕ =О. .. (219) 


представляетъ уравневе какой-либо центральной кривой. Координаты 
ея центра (<, 8) найдемъ изъ уравненй 


9 _ 8} 
— 0, Е 


Такъ какъ мы желаемъ отнести нашу кривую къ сопряженнымъ 
даметрамъ, то прежде всего перенесемъ начало координать въ центръ, 
оставивъ при этомъ направленя осей прежними. 

Если черезъ .-”’, у’) обозначимъ координаты любой точки по отноше- 
ННо кь новой систем координатъ, то формулы преобразованя будутъ 


ш’ Ча, У=У 5, 
а, сльловательно, уравнене кривой въ новыхъ координатахъ будетъ 


, до 9 
Е С ра чу ра а вов + бу) = 6. 
Замфчая, что (ч,й) косрдинаты центра, т. е., что 
а! 4} 
в" % 


приведемъ послфднее уравнеше къ виду 
Ву) ЕР, 6) + Ат +В + Су =0, . (220) 
Итакъ, козда нентрь кривой 2-ю порлдка находитея въ иичалиь коордиять, 
в5 ел уравнения отсутетвують члены 1-0 измпрещя относнтельно коордиивить, 
148. Легко доказать и обратное положен!е: всли вв уравнелён нен- 
у'ральной кривой отеутетвують чиены 1-ю измпревя отновынельно  коор- 
Эинать, то неитръ ел находится въ началь координать. 
Дъйствительно, пусть уравнен1е нашей кривой будетъ 
44? -- ЭВ 4. Се РО, 
причемъ по условно, 4С— В" отлично отъ нуля. 
Координаты центра опредфлятся изъ уравиейй 


4 
де 


[+ 


= 2 (лы + ВУ 0, р 2 (Ви би = 


1908 


которыя имють едииствепныя рышеня 
= 0, у 

149, Замбтимъ, что въ уравиени (220) коэффищенты при чле- 
нахъ 2-го измврешя остались прежние; что касается пезависящаго отъ. 
координатъ члена, то его вычислеше производится очень, просто, 
если замътимъ, что при какихъ угодно значеняхь =, у имфетъ м%сто. 
тождество 


а 


/. и и + Ре у 


- 5 


какъ въ этомъ нетрудно убъдиться, состАВвИившШи выражешя „лля 
в! 9! 


де’ ди’ 


Подставляя въ наше тождество и и 2 вмфсто г и у и замвчая, 
что, такъ какъ чи 6 координаты центра, то 


п % _ 
да в — 
найдемъ 
1 в) = БА Е (и... (2 


Число [ (п. } обозначимь черезъ Г\. 

180. Теперь дальнзйшая задача заключается въ поворотЪ осей 
такимъ образомъ, чтобы опф совпали съ парой сопряженныхь да- 
метровъ. 

Формулы преобразовашя координатъ, соотвфствующия ихъ пово- 
роту. какъ извфстно (см. 8 34), таковы: 


х=ри а, уе"... , . (22) 
гдВ р; 4. › 8 зависятъ отъ угловъ, составляемыхъ новыми осями со 
старыми. Эти углы намъ надо выбрать такимъ образомъ, чтобы ура- 
внене пашей кривой въ координатахъ (х”, у”) имфло каноническую 
форму 


О М ==0. 223 

ЗамЪтимь, что при преобразован (222). независящй отъ ко- 
ординатъ членъ не измняется, въ чемъ легко убЪфдиться. 

Указанный нами путь для предбразованя уравнен!я на практик 
крайне иеудобенъ, поэтому мы изложимъ здфсь другой способъ, при- 
надлежащй англ@скому математику Булю (Во0!е) и даюний возмож- 
ность легко привести уравиеше кривой къ сопряженнымъ л!аметрамъ. 
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Способъ Буля основанъ на свойств нЪкоторыхъ функШЙ коэф- 
фищентовъ уравнешя 2-й степени не измфнять споего вида и число- 
вого значешя при замфнЪ одной системы координатныхъ осей дру- 
гой, имфющей съ ней общее начало. . 

Пусть имЪемъ дв подобныя системы  координать (>. у) и 
(2", у’); уголь между осями первой системы обозначимъ черезъ в’, а 
между осями второй чсрезъ ” (черт. 86). 

Лусть формулы преобразовашя будутъ (222). Подставляя въ 
зирелчлень 

ие Вии 


У У 


и 
, 


дар. 86. 


выЪсто „’и у ихь значешя (222;, приведемъ его къ виду 
Але + Выги + С®, 
гдЪ 1, В» С, опредЪленныя числа, зависялия отъ 21, В, С, р, и, 


Такимъ образомъ, имфемъ тождественно для оснть значе х 
я’, и, связанныхъ соотношешями {222}, 


Ла’? 4 ЭВ Е Су? == а” + 2Вату" + Су. . . (224 


Пусть (/. у) и {’, у) будутъ координаты нфкоторой точки 4 
плоскости относительно старой и новой системъ координатъ; выражая 


разстояше х ея отъ начала координатъ въ координатахъ (7, и’: и 
у, у}, найдемъ, что 
+ 2" с0$ 6" = 3 4 у" 25" с08 5". . . . (225) 


Умноживъ теперь (225) на неопредфленный множитель }. и сло- 
живЪ съ (224), получимь 


(А+ 2+2 (В+ А созе) и -(С+Ни 
=. (4, +) = + 2 (В, + А соо") ау" + (1+2). . . :296) 
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Выберсмь теперь }. такъ, чтобы с-лфвая часть тождества (296) 
представляла полный квадратъ; тогда то же самое значеще ). обра- 
тить и правую часть въ полный квадратъ. Въ самомъ дЪлЪ, въ этомъ 
случа лЪвая часть (226) представится въ видь 


(2 Зи 


подставляя сюда вмЪсто (х, у) ихь значенмя (229), преобразуемъ ее 
въ выражене вида 
фа" у 


т. в; тоже въ полный квадратъ. 
Итакъ, услове, что лЪфвая часть (226} представляеть полный 
квадрать, т. е. услове 


У (С — (В+ + с0зш ‚ (227) 
псириицьнии Блечетъ за собой услове 
А 2+ (8, А соо") (223) 


которое выражаетъ. что правая часть тождества (296) представляетъ 
точпый квадратъ. 

Такъ какъ оуравнешя (297) и (228) удовлетворяются обинии в 
вишни ме значетями ).. то коэффищенты 5Ъ ни 
поршони 


» должны быть про- 
ъны. Зам чая. что уравпеше (227) можеть быть представлено 


а уравнене 


+ 


о" 


видимъ, что 


Я--С.-- ЭВ соз а 


27; соз о" 
5 ы 


и (229) 


46, — ве 
Пе” 


НР о 


Какъ легко видфть, выражен, стояния въ обфихъ частяхь ра- 
венствъ (229), имЪютъ совершенно одну иту же форму по отношению къ 
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коэффищентамъ даннаго и преобразованнаго уравнешя. Эти выражен я 
иосять назваше имвирё иное этихъ уравнен!й. 

Если оси (=, у") совпадають съ направлешями двухъ какихъ- 
либо сопряженныхь ламетровъ. то, такъ какъ въ уравнеши (223) коэф- 
фищенть В, -==0, равенства (229) обратятся въ слэдующи: 


о Ця — ‚ 
А+ С, до (АО 28 с08%'), 
{230) 
Зо" 
4, == ных (0 


Отетода, зная 1 С,В и углы ®' И ®", можемъ найти коэффищенты 
преобразованнаго уравнешя А; и С. 

151. Интересенъ частный случай, когда какъ первоначальная, 
такъ и преобразованная система координатъ прямоугольны, причемъ 
оси координатъ (л", у’) совпадаютъ съ осями кривой. 


Въ этомъ случаЪ в’ == 


р и равенства (230) обращаются въ 


сяфдуюция: 


=а+6 Аб 


Коэффищенты 1 и (: представляютъ корни квадратнаго ура- 


АТО АО 50... ,. (831) 
орни эти всегда дфйствительны, ибо 


(14-6) и — 
а -6-т= 


Знакъ равенства будетъ имЪть мЪсто въ случаЪ, когда А 
ы= 0, т. е, въ случаЪ круга, 
Рьшая уравнеше (231) и обозначая его корни черезь 2 и С, 
напишемъ уравнеше кривой, приведенное къ осямъ симметрии, какъ 
къ осямъ координатъ, ВЪ вВиИДВ 


С в Си Е, 


152. Перейдемъ теперь къ преобразованио уравненя параболы къ 
каноническому виду 


уе == р. 
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Вся задача сводится къ нахожденио числа р. 

Предположимь для простоты, что первопачальная система ко- 
ордипатЪ прямоугольша, и примемъ за новыя оси координатъ ось 
симметрии и касательную въ вершин параболы. 

Пусть уравнеше 


Аз? Г ЭВ + С + 20 + Ву Е 0 


представляеть уравиеше параболы; полагая А==0, умножимъь это 
уравнеше на 4; тогда въ силу условя 


АС == В, 


характеризующаго параболу, папишемъ наше уравнеше въ видь 


(Ар Вик ЗАРЕ Е ЗАЕу в АР= 0. .. . (232 


-Уравнене оси симметри, какъ диаметра параболы, будетъ, какъ 
извфетно (см. $ 132}, вида 


Ах | Ву = 0, у... @33) 


тдЪ  нфкоторая опредфленная постояиная. 
Уравнеше касательной въ вершинЪ. какъ прямой, перпендику- 
лярной къ оси симметрии, будетъ 


Дай, о... 034 


гдЪ № тоже опредфленная постоянная. 
Если примемъ прямую (233) за ось 2, а прямую (234) за ось у 
то уравнеше параболы должно привестись къ виду 


р, ее. (35 
причемъ формулы преобразованя будутъ 


‚ _ В -Ь „_ 2-Е 
в’ Оу 


Подставляя эти значеня 2”, /’ въ уравнене (235), послЪ неслож- 
ныхъ вычисленй приведемъ его къ виду 


не аенья ИАН у 


Аз Вуз --2 (АЕЗРВУ и -Т 
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Посяднее уравненйе должно быть тождественнымь съ (232), & 
потому изъ сравненя коэффишентовъ имфемъ 


АР, ВЕЛ И а 
22 У -- В = АЕ. 


Изъ первыхъ двухъ уравнен!й, находимъ, что 


Число это всегда конечно, ибо знаменатель‘ послфдняго выра- 
женя отличёнъ отъ нуля. Знакь передь радикаломъ выбирають 
обыкновенно такъ, чтобы р было положительнымъ. 

Такимъ образомъ, вопросъ о приведен уравнешя параболы къ 
простьйшему виду рЬшенъ. 

Если бы выражеше для р обратилось въ нуль; т, е. если бы 


яй— Вр = 


то тогда (см. $ 114) кривая (232) представляла бы не параболу, а 
пару параллельныхь или совпадающихь прямыхъ и, слёдовательно, 
ея уравнене не могло бы быть приведено къ виду (235). Въ этомъ 
случа$ и не было бы никакой нужды приводить уравненене къ про- 
стьйшему виду, и уравненя ‘прямыхъ, которымъ оно соетвфтствуетъ 
можно было бы получить прямо способомъ, даннымъ въ $ 114. 


Эллипсъ и гипербола. 


153. Мы видЪли только что, что если за координатныя оси принята 
пара сопряженныхъ д!аметровъ центральной кривой, то уравнеше ея 
приводится къ виду 


Ан Су? 


50... .. (36) 


Исключимъ случаи: 1) когда коэффищенты 4, С и. Г имфотъ 
одинъ и’ тотъ же знакь, т. е. случай, когда кривая представляеть. 
мнимый эллипсъ, и 2) когда Ё==0, т.е. когда кривая распадается 
на пару мнимыхъ пли дЪйствительныхъ, пересзкающихся прямыхъ. 

Посл исключеня упомянутыхъ случаевъ, уравнение (236) будетъ 
представлять либо эллипсъ, либо гиперболу. Первое будетъ тогда, когда 
АС О и второе, когда С < 0. Такь какь въ первомъ случа% 
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зпакъ Р отличенъ отъ знака Л н С, то, полагая 


1 


ры 


найдемъ уравнеюи оливин, отнесвнное пп соприжениымь днеиетрамт, 
въ видЪ 


(237) 


Если предположимъ въ случаЪ гиперболы, что знаки у Аи Е 
различны и, слфдовательно, у Си Ё одинаковы, то, полагая 


получимъ иравнене стперболы, отиесенное уз соприменнымь ‘дгаметралнь, 
въ видЪ 


(238) 


ЗамЪтимъ. что сниерболи (725)  пазывеитнея равносторенией, когда 


Уравнешя (237) и (238) можемъ представить въ вид одного 
увавнешя 


(239) 


ГдЪ = имфетъ значене + 1 илн — 1 въ зависимости отъ того, бу- 
детъ ли разсматриваемая кривая эллипсомъ или гиперболой. 

154. Положительныя числа а и 6 представляютъ длины двухъ 
сопряженныхь полудаметровъ, причемъ в случил икерболы число 4 
называется длиной дуйствниельнао полудаметра, а чиело 5 — инилео. 

Если за оси координатъ приняты оси ‘кривой, то чи 8 носятъ 
назване полуосей. 

Въ послфдиемъ случав мы всегда будемъ предполагать, что въ 
эллипсв и >, и будемъ называть « большой полуосыо, а 1: малой. 

Точки пересфченя большой оси съ эллипсомъ и дЪйствитель. 
ной оси съ гиперболой носятъ названйе вершина кривой. 

155. Пользуясь саойствомъ инвар!антовъ, можно легко доказать 
знаменитыя теоремы Аполлоня, даюпЦя зависимости между длинами 
двухъ какихъ угодно паръ сопряжеиныхь даметровт, 
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Отнесемъ какое-либо центральное коническое съченше сперва къ 
осямъ кривой, а затзмъ къ парЪ какихъ-либо сопряженныхь дамет- 
ровъ; обЪ этй системы координать имютъ общее начало. 

Уравневя кривой по отношепйо кл, первой и второй системамъ 
пусть будуть соотвЪтственно 


(240) 


ГДЬ аи 6 полуоси, а а и длины нашихъ сопряженныхь полуда- 
метровъ. 

Пусть ® будетъ уголь между вторыми осями координатъ. Соста- 
вимь инваранты обоихъ уравненй (240), причемъ замфтимъ, что для 
перваго изъ этихъ уравненй 


а для второго 


2} 


Второе изъ этихъ соотношенй можно написать въ видЪ 


226? — а? 2зтРе, 


черт. 87. 
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или, такъ какъ а, , ч,В, положительныя числа и ® заключается ме- 
жду Оби =. 


абттау ЗИ о. 


Послфднее соотношене имфетъ очень простое геометрическое зна- 
чеше. Въ самомъ дЪьлЪ, (чер, 87) чб представляетъ площадь прямоуголь- 
ника, построеннаго на полуосяхъь кривой, а ш В то представляетъ 
площадь параллелограмма, построеннаго на какихъ-либо сопряжен- 
ныхъ полудтаметрахт, и;.6,: поэтому найденное нами. равенство мож- 
во выразить слфлующимъ образомъ: площидь наваллелмиралин, поетроеи- 
на? ни Овигь гоприженныть Фаместраль неририльваю коническию въментя, 
хенрь велицния постознини, рацния площади прямотольчика, построеннию 
на с оси 

Это первая меорела нолеюнён. 

Переходимъ къ первому изъ равенствъ (241). 

Въ силу первой теоремы Аполлон, т, 


вЪ силу соотношеня 


нь 


чб Уты 


оно приводится къ виду 


Гы 


Замфчая, что = = + | въ зависимости отъ тоге, представляет ли 
наше уравнеме эллипсъ или гниерболу, мы приходнмъ ко второй 
знеорель Лполлонмги. 

Суки каоорисновь двуть соприжеиныль полуйиметровь или аллитса и 
разность иль для зитерболь веть величикя добтояниия. Они равна в: 
хвадритовь полуосей вь первомь слунаь и разпости ить в0 вторв.нь. 

156. `Пусть уравнене центральнаго коническаго сБчея, отнесен- 
ное къ осямъ, будетъ 


м 


+ 10 


а = 


(2.3) 


такъ какъ начало координатъ лежитъ въ центр$, то всякая прямая, 
проходящая черезъ начало‘ координатъ, т. е. прямая, уравнене кото- 
рой у=охл, представляетъь д!аметръ. 

Уравнене даметра, сопряженнаго съ даметромъ и: 
извфстно изъ общей теори, будетъ 


‚ какъ 


9 __ 
зу 0. 
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Такъ какъ въ данномъ случаЪ 

и 
р 
то послфдиее уравнене приметъ видъ 


о... @42) 


Угловой коэффищентъ 2, послфдняго даметра такой: 
бр? 


зал 


и = 


Если теперь черезъ 3 и обозначимъ углы, составляемые соотвфтствен- 
но д1аметромъ и ==: эх и аметромъ (242) съ осью х-овЪ, и вспомнимъ, что 


«= и, 


то полученное только что соотношене можетъ быть написано въ видь 


а == 8 = — 


(4... 43) 


Такъ какъ въ случаЪ эллипса == + 1, а, въ случаф гиперболы 
= — 1, то изъ соотношения (243) вндимъ, что въ случа эллипса 
одинъ изъ угловъ 3 и 8, острый, а другой тупой, т. е. чпо велме два 
сопрл. лата, обризу- 
ежа ослми; въ случа же гиперболы изъ того же соотношешя выте- 
каетъ, что либо оба угла Зи 3, острые, либо оба тупые, т.е, что вв слу- 
чаъ зиперболы велкёе два сопрядвенные даметра лежить в одномь и 
аномь же ут, образуемомь овями уривой. 


„В 


виные Фременра эланиса лежелиз вь разтиавыя 


х 
о 
р 
черш. 88. 
Изъ предыдущаго ясно, что соотношене между угловыми коэффи- 
. . : =62 
щентами двухъ взаимно сопряженныхь даметровъ, именно аз; = — т, 


‘остается тфмъ же, когда кривая отнесена къ любой парЪ сопряженныхъ 
‚даметровъ. 
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157. Изъ соотношешя (243) можно вывести еще одно интересное 
заключеще. 
Положимъ, что = = + 1, т. е будемъ разсматривать эллипсъ. 


Если уголъ 3 будемъ измфнять отъ 0 до 2. тогда, какъ нетруд- 


я 


но видЪть изъ (243}, уголъ 3, будетъ измзняться отъ. 5 ют, (черт. 88), 


вели какой либо Яаметрь эланика будетаь вращаться 85 коколь  лито 
напривление то и сооряжентый 5 тмз  Шалитра будеть оринатьей 
85 томь же направаеин, 

` Положимъ въ (243) 


— т.е будемъ разсматривать гипер- 


болу; будемъ уголъ $ измёнять отъ 0 до --, тогда, какъ нетрудно ви- 
у; 5, 


дьть изъ{243), уголъ 3, будетъ измфияться отъ р до 0. Если далфе будемъ 


измфнять уголъ 3 отъ до т, то уголъ 8, будетъ измьняться отъ х 


до -_ т.е. ебли како 


ибо Фаметрь итерболы будень враниинься вы 


какомо-лнао папривлент, то соприйщенвый хь нинз Ометрь буть 


врезцалться въ ниприелени протинупольжномь (черт. 8), 


= 


Чери. 89. 


158. Два сопряженные д!аметра совпадаютъ, т. е. обращаются 
въ асимптоты, когда 3==8,, т. е. когда 88-548 (черт. 8%). Въ этомъ 


случа® изъ (243) находимъ что {23 == |. . Такимъ образомъ уравненя 
а 


ясниптотв зиперйолы таковы: 


Я = 


я, 


Й 
а 
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слЬдовательно, уравнешме совокупности асилтилоть типерболы будеть 


159. Введемъ еще поняте о дополнительныть пордаль, подъ ко- 
торыми будемъ подразумфвать любыя двЪф хорды, пересфкаюцияся на 
данномъ центральномъ коническомъ сфчени и проходяшя при этомъ 
черезь концы одного и того же даметра. Докажемъ, что дополнизпели- 
цыя хорды параллельшы двумь взанмио соирлжениымь Фбаметраль. 

Дьйствительно, примемъ тоть даметръ, черезъ концы котораго 
проходятъ разсматриваемыя нами дополнительныя хорды за ось х-овъ, 
а сопряженный съ нимъ д!аметръ за ось у-овъ. Тогда уравнен!е нашего 
коническаго сфчен!я будетъ 


Разсматриваемыя нами дополнительныя хорды проходять соот- 
вфтственно черезъ точки (а, 0} и (--а, 0} и черезъ нфкоторую точку 
(ги), лежащую на коническомъ сфчеши, для координатъ которой, 
слфдовательно, имфемъ тождество 


. (244). 


Уравненя дополнительныхъ хордъ, очевидно, булутъ 
а у ата у 


а в аа м 


а потому угловые коэффищенты ихъ таковы: 


р ИД 


да 


“т 
м 

Перемножая ихъ между собою и подставляя вмЪсто у его зна- 
чеше изъ (244), легко найдемъ, что 


а это и есть соотношеше между угловыми коэффишентами двухъ. 
взаимно сопряженныхь даметровъ (см. $ 156). 

160. Пользуясь доказанной теоремой, легко графически рЪшить 
слЪдующую задачу: поетроинь Фаметрь чентральной кривой, сопраженный. 
6 даниымь. Для этого поступимъ слзлующимъ образомъ. 

А, П. ПШЕСОРСК] АПАЛИСТИЯ. ГЕЭМЕТРЕЙ. 14. 
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Проводимъ какой-либо згаметръ и черезъ одинъ изъ его концовъ 
проводимъ хорду, параллельную данному диметру. Соединяя другой 
конець даметра съ точкой пересфченя хорды и коническаго сВченя, 
получимь хорду, параллельную искомому дуаметру, сопряженному съ 
даннымъ. Иредоставляемъ читателю рёшить еще такую задачу: зал 
хакой-либо Фамченра цонтральнаю воничеекао съчеши пвоетронть ею ем. 

Вопросъ сводится здфсь къ построенио двухъ взаимно-перненди- 
кулярныхъ дополнительныхь хордъ. 

161. Если уравнен кривой 2-го порядка дано въ форм /(х, /)=0, 
то уравнеше касательной, проведенной къ ней въ точкЪ (2.5), какъ 
извЪстно (см. $ 123), будеть 

Пи и се 8 

По прежнему пусть уравнеше центральнаго коническаго сЪчеия, 

отнесеное къ осямъ, будеть 


ео 


(246) 


9 
9 


9 
то уравнене (245) иметь видъ 


У 


Точка {2,//) лежитъ на кривой, слдовательно, координаты ея 
удовлетворяютъ уравненио кривой т, е. 


о... 09) 


162. Чтобы построить касательную въ данной точкф кривой, 
достаточно знать на этой касательной какую-либо точку, кромЪ точки 
касаня, напр. точку ея пересфченя съ осью х-овъ. Абсцисса послЪ- 
дней точки, какъ легко видЪть, будетъ 
и? 
х. 


Зная а и х,мы легхо построимъ при помощи циркуля и линейки 
отр6зокъ х. Замфтимъ, что величина и паправлене этого отрЪзка 
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не зависять оть величины 6°, т. е. величины малой оси въ случаЪ 
эллипса и мнимой оси въ случа® гиперболы, 
163. Посмотримъ теперь, каке углы можетъ составлять касатель- 
ная къ кривой (246) съ осью х-въ. 
Угловой коэффищенть ея я будетъ 


замфчая, что 


и=-Ь И нь, 


а 


найдемъ для него значеще 


(се (288) 
__ ве 


а? 


Если положимъ въ этомъ выражени == 1, т. е. будемъ раз- 
хматривать эллипсъ. и вспомнимъ, что абсциссы точекъ” эллипса 
могутъ измфняться въ предфлахь отъ-а до а, то увидимъ, что, 
измфияя м въ этихъ предфлахъ, будемъ получать для я всевозмож- 
ныя значен!я отЪ — 02 до-+ оо. 

Такъ какъ я представляетъ {© угла, составляемаго касательной 
съ осыю ©-овъ, то отсюда заключаемъ, что къ эмииису можено провести 
хаванельную параллельно любому направлено. 

164. Положимъ теперь : ==-_] и напишемъ выражен для а въ 
видЪ 


Въ случаЪ. разсматриваемомъ теперь нами, т. е. въ случаЪ гипер- 


болы, х; принимаетъ значешя отъ —и до — 0 и отъ+а до + >. 
Измъняя а; въ этихъ предлахъ, видимъ, что я принимаетъь всЪ 


1 п 
её 


. ь в 
значеня отъ -- 2до-—_--- и отъ + < до-+ —-т, е, другими словами, 
а а 
засстельная къ зиперболь  можень  образоваиь сз  дъйетвинельной 


эеыю лы, заключиюниеся въ предълать ото 


с, = атс (- .) 4 
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ПосльдШе углы представляють углы, образуемые асимптотами съ 
дЪйствительной осью (черт. 90). 


} 


р 


черт. 90. 


1685. Рёшимъ теперь сл6дующую задачу: найти уравнеше каватель- 
проведенныхе въ привой (246) параллельно данпому направлено. 
Какъ мы только что видфли, задача эта всегда возможна для 
эллипса ине всегда возможна для гиперболы. 

Такъ какъ направлене искомой касательной дано, то данъ ея 
угловой коэффищентъ =. Пусть уравнен!е искомой касательной будетъ 


ужа и. ое. 4249) 


Коэффищентъ и въ этомъ уравнении опредфляется изъ условия, 
что прямая (249) касается кривой, т, е., что обЪ ея точки пересЪченя 
съ нашей кривой совпадаютъ. Абсциссу точки касания опред Влимъ, исклю- 
чая у изъ уравненйй {246} и (249); уравнен!е для ея опредъленя будетъ. 


Е баяй _ 
=? 


ны 


или 
(ераз + 2) а + Зазан + ат? — ваз ==0, 
Такъ какъ послфднее уравнене должно имфть равные корни, то, 
сл довательно, 
(а 4-0?) (аз? — га?) — чат = 0, 
Это квадратное уравнеше служить для опредфленмя и, Рымая 
его, найдемъ, что 


пе Е У’азе + а. 


Такъ какь для и получилось два значеня, то, значить, парал- 
лельно данному направленио можно провести дв% касательныя, фактъ 
известный изъ общей теории. 


213 


Изъ выражен я для м видно, что въ случаЪ эллипса, т. е, когда 
==+1, число я всегда вещественно, въ случаь же гиперболы, т. е. 
когда ==—-1, оно будетъ вещественнымъ, когда 


0. 


аз — 


5 5 
т. ©, когда а2= „ илиз =. ; это результать, только что нами по- 


‚лученный. 
Итакъ, касательная къ кривой (246) съ угловымъ коэффищентомъ 
а имъетъ уравнеше 
уж У тие... .... (950) 


166. Пользуясь этимъ уравненемъ касательной, легко найти 
уравнеше касательной, проведенной изъ внфшней точки (2, 5%). Въ 
<амомъ дЪлф, пусть уравнене искомой касательной будетъ (250), угло- 
вой коэффишенть ея  опредфляется изъ услов!я, что искомая касатель- 
ная проходить черезъ данную точку (2%, %), т. е. изъ услоыя 


= 


Освобождаясь отъ редикаловъ, найдемъ слфдующее уравнене для 
опредЪлен!я 2: 


= + У 


— 26? —=0. .. . (251) 


Послёднее уравнеше второй степени относительно =, что и дол- 
жно быть, такъ какъ черезъ любую точку плоскости можно провести 
дв касательныя (дйствительныя или мнимыя) къ кривой 2 го порядка. 

167. Пользуясь уравнешемъ (251) можно рЬшить рядъ интерес- 
ныхъ задачъ на геометрическя м%ста; мы ръшимъ двЪ изъ нихъ. 

Задача Г. Найти звометричеекое мюето точекь, изв которытжь 
Залитеь (246} виденё подъ прялияме узломе. 

Иначе можно формулировать ту же задачу такъ: найти зеомет- 
фиапееное мъето  пючекь, кавательныя изь которыть кз эллитеу, за- 
данному сривнетемь (346), взаимно перпендикулярны. | 

Пусть координаты какой либо точки искомаго геометрическаго 
мЬста будуть (*„ и), а угловые коэффищенты касательныхъ, про- 
веденныхъ черезъ нее, будутЪ о, ия», Величина а, из» представляютъ 
корни уравнения (251). По условю, разсматриваемыя касательныя пер- 
пендикулярны, т. е. 


(ай — ия у 


—1: 


Ч ; 


<ъ другой стороны, произведене корней зна, уравневя (251) въ слу- 
ча эллипса, т. е. въ случаф, когда «==1, равно 
в 
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а потому 


или 


(252) 


Послфднее уравнеше, представляющее зависимость между ко- 
ординатами точекъ искомаго геометрическаго мфста, и есть ‘уравнение 
этого геометрическаго мфста. Уравнене (252) представляетъ кругъ съ 
центромъ въ пачалЪ коордипатъ и съ радусомъ г, равнымъ 


черт. 91. 


Какь нетрудно видЪть, искомое геометрическое мЪсто представляеть ок- 
ружность, описанную около прямоугольника, построеннаго на осяхъ 
эллипса (черт. 91). 

Перейдемъ къ рЪшенио 2-й задачи. , 

Задана П. Нойив зеометричевкое  мьето  сточе 
изъ которыхь, проведенный къ кривой (246), параллельны  соприженнымт 
между собою даметрамь. 

Если черезъ {х., №) обозначимъ по прежнему координаты любой 
точки искомаго геометрическаго мЪста, а черезъь а, и а, угловые 
коэффищенты касательныхьъ, проходящихъ черезъ нее, то величины 
91 и а» представляютъ корни уравиевя -(251). 

Такъ какъ касательныя наши должны быть параллельны двумъ 
сопряженнымъ д!аметрамъ, то между ихъ угловыми коэффищентами 
существуеть соотношеше (248) 


кавательныя 


91%» 


Съ другой стороны, изъ уравненя (251) имЪемь 


откуда легко получимъ 


ПослЪдпее уравнеше и есть уравнеше нскомаго геометрическаго 
мета. Это геометрическое мЪсто представляетъ коническое свчеше 
того же рода, что и данное; оси его совпадаютъ съ осями даннаго, а 
величины полуосей его равны соотвфтственно «Г 2 и 5/2. 

168. Задача о проведени касательной изъ внфшней точки 
41 (т, \)) кь коническому сфчению 


можеть быть рышена еще слфлующимъ образомъ. 
Пусть (7, и) будуть координаты точки касашя Р касательной 
проходящей черезъ точку 4. 


черт. 92, 
Уравнене касательной къ нашему коническому сВченпо въ 
точкЪ (21. /') будетъ (см: $ 181} 


2, И — 
А -1=0. 
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Такъ кахъ эта касательная проходитъ черезъ точку АИ (ть №}, 
то координаты этой точки удовлетворяютъ уравненио касательной, т. е. 


Точка Р (аз, и), какъ точка касанйя, лежитъ на кривой, слЗдовательно, 
ея координаты удовлетворяютъ уравненпо Кривой, т. е. 


еее. 54) 


Если обратимъ внимаше на равенства (253) и (254), то увидимъ, 
что координаты точки касанЁя (т: ‚у:) касательной, проведенной черезъ 
точку ЛГ (т 4), опредЪфляются, какъ точки пересфченя нашей кривой 
съ прямой 


(...: (255) 


Эта прямая. которая проходитъ черезъ точки касаня касатель- 
ныхъ, проведенныхъ къ кривой изъ точки (”, №), носить назваще 
полиры точки (ко №) по отношенйо къ данному коническому сфченро, 
точка же (т, м.) носить назван!е молюса прямой {255} относительно 
даннаго коническаго сфчен1я 

Такимъ образомъ, построен!е касательныхъ къ коническому сЪ- 
ченно изъ вн-шней точки 3/ сволится къ построение поляры этой 
точки, такъ какъ построивши ея поляру и соединивъ точку 4 съ 
точками пересфчешя ея поляры съ коническимъ сЪчешемъ, построимъ 
искомыя касательныя. Если обратимся къ уравненпо (255), то увидим, 
что, когда точка (+, 4} лежитъ на самомъ коническомъ сфчени, то 
поляра ея обращается въ касательную, а полюсъ въ точку касанй. 

Итакъ, точка кавашя преденавалень полювь кавателтой. 

_ 169. Если въ уравнени поляры положимъ 2,--0, у,=0, то это 
уравнеше обратится въ уравнеше — 1 ==0, т. е. въ уравнеше безко- 
нечно-удаленной прямой, 

Такимъ образомъ, видимъ, что моляра центри яривой предета- 
чаяеть бозконечио- удаленную прямую. 

Положимъ теперь, что полюсъ (2; №} удаляется на безконечность 
вдоль прямой 


ое у... 56) 


т. е, что между \, и <, все время существуетъ зависимость 


=; 
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уравнеше поляры будетъ тогда 


или 


Когда х, безпредЪфльно возрастаетъ, тогда всЪхъ 


конечныхь значеняхь у стремится къ нулю, и наше уравнене въ 
предЪлЪ обращается въ уравнене 


а это уравненме даметра, сопраженнаго съ направленемъ прямой (256). 
Итакъ, Фаметрь, соприженный съ направлентемь прлиой 


у=ах 


г 
веть поляра безконенио-удаленной точки этой прямой. 

170. Познакомимся еще съ прямыми, называемыми норчалями. 

Нормалью кривой называется прямая, перпендикулярная къ ка- 
сательной къ кривой и проходящая черезъ ея точку касания. 

Если (ги, м) точка касаня касательной, то ея уравнене, какъ 
мы видфли, таково: 


ое. 57) 


Уравнеше всякой прямой, проходящей черезь точку касаня, 
напишется въ видЪ 
ди = (и). о... (58) 


Если предположимъ, что кривая отнесена къ осямъ, т. в, что 
оси координатъ прямоугольны, то услове перпендикулярности пря- 
мыхъ (257) и (258) будетъ 


откуда 


а потому, подставляя это значене # въ уравнеше (258), найдемъ урав- 
нене пормали въ видЪ 


Пе -фш- 


4... (59) 
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Парабола. 


Г. Перейдемъ къ разсмотрфнио параболы. Если за оси коорди- 
нать принять ось симметрии и касательную въ точкЪ ея пересЪченя 
съ парабо: т. е. въ точкв, пазываемой кершиюй параболы, то 
уравнене параболы будет 


еде 
Найдемь уравнеше даметра, сопряжениаго съ направлешемъ, кето- 


рое характеризуется углозынт коэффишентомъ 2. Уравнеше подоб- 
наго маметра будетъ 


и. 8 


43.) = 
ах 9 


Замфчая, что въ данномь случаЪ 


отсюда заключаемъ, что всЪ диаметры параболы параллельны оси сим- 
метрии - результать. извЪстный намъ изъ общей теор1и. 

172. Перейдемъ теперь къ выводу уравнешя касательной. 

Если (’, и) точка на параболЪ, то уравнене касательной въ 
этой точкф будетъ 


4 
-- (хх — и) =0; 
а ( Эд и} 
%& О . й 
подставляя сюда выЪсто 7х и 9. ихъ значеня, наидемъ, что урав- 
й КА 7 


нене это въ данномъ случаЪ приметъ видь 


—Р@— =) уу 


И 


Такъ какъ точка {7, /\)) лежитъ на парабол, то Эрл. а 
потому уравнен{е касательной окончательно приведется къ виду 


у ра). д... (260) 


Если положимъ здЪсь у—=0, то найдемъ абсциссу точки пере- 
съченя касательной съ осыю 2-овъ;, абсцисса эта равна—@. Отсюда 
вытекаетъ простой способъ построен!я касательной въ данной точк® 1 
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парабол: на оси ов» откладываемъ вяЪво отъ начала косрдинатъ. 
отрфзокъ, равный абсциссЬ точки касаня; конецъь этого отрЪзка и 
представить точку пересфченя искомой касательной съ осью я-овъЪ. 

Соеднняя ` теперь эту точку съ точкой „М, построимъ искомую 
касательную, 


черт. 93. 


Угловой ‘коэффишенть = касательной (260) равепъ 2 ;такь 
К 


какъ ии, какъ ордината точки параболы, можетъ принимать всё значеня 
отъ—‹<2 до 4-22, то, слдовательно, къ парийоь можно провести ка- 
сетельнию параллельно любому направление. 

Какъ найти урчвиене касательной, проведенной параямельно данному 
направлено? 

Пусть ‘направлена: это опредфляется угловымъ коэффищентомъ 
2; на основаши предыдущаго имфемъ 
р 
и’ 
гдЪ у: ордината точки касашя искомой касательной. Зная ординату 
этой точки, найдемъ ея абсциссу изъ уравневя 


откуда 


Подставляя въ (260) вмЪсто {2,,/\} ихъ значешя, найдемъ ура- 
внеше искомой касательной 


еее 81} 
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173. Пользуясь послфднимъ уравнешемъ легко рФшить задачу, 
р»шенную нами для эллипса, а именно: найти звометричеекое мтето 
точек, касателыюий изо которыгь па парабо-ль взаимно перпендикулярны. 

Пусть (хо, у) координаты какой-либо точки искомаго геометри- 
ческаго мфста, аз, ‘и я, угловые коэффищенты  касательныхъ, про- 
веденныхъ черезъ нее. 

Уравнешя этихъ касательныхъ будутъ 


=, у= 
2 


такъ какъ разсматриваемыя касательиыя проходятъ, по условио, черезъ 
точку (+. /,). то имфемъ тождества 


ь 
Чая т + я . 


Фик яме 


р 
ро 
Исключая отсюда у», послВ несложныхъ вычисленй, иайдемъ, что 


.. (@62) 


Такъ какъ, по условию, разсматриваемыя касательныя взаимно-пер- 
пендикулярны, тб 2:2, 1. 

Подставляя это значене 2:2, БЪ уравнене (262), получимъ, что 
абсцисса т, любой точки искомаго геометрическаго мЪста удовлетво- 
ряетъ уравнению 


р 
+5 


а потому послзднее уравнене и есть уравнене искомаго геометри- 
ческаго мЪста. 

Какъ легко видЪфть, это уравнене представляетъ прямую, парал- 
лельную нашей оси у-овЪ. 

Прямая эта, какъ мы уже знаемъ (см. 8 27), носитъ назване 
Эиректрисы параболы. 

174. Построене касательныхъ къ параболв изъ-вныиней точки 
3 (хо. 6) можетъ быть произведено на основани слфдующихъ со- 
ображен!й. 

Пусть (21. у:) будетъ неизвЪстная намъ пока точка касашя ис. 
комой касательной: тогда уравпен этой касательной напишется 
такъ: 


Уре +) (..... (983) 
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причемъ, такъ какъ (+, у) лежитъ на параболЪ, то 
урн. о (964) 


Въ виду того, что, по условйо, касательная (263) проходитъ. 
черезъ точку 11 (2, и), имЪемъ тождество 


Чир а). ое 1968) 


Изь (264) и (265) заключаемъ, что точка касавя (т, /\) искомой 
касательной представляеть одну изъ точекъ пересфченя кривой 


= 25 
съ прямой 
ур (м, оо. . (966) 


которая носитъ назваще моляры точки (ть /,) по отношено къ дан- 
ной параболЪ; наоборотъ, точка (т, уз) носить назвае молюса пря- 
мой (266) относительно данной параболы, 

Изь оуравненя (266) видимъ. что когда полюсъ находится на 
параболЪ, его поляра касается параболы въ этомъ полюсв. 

175. Найдемъ теперь уравнен!е нормали, т. е. прямой, проходя- 
щей черезъ точку касав!я (5, у;} какой-либо касательной 


= р т) 
и перпендикулярной къ ней. 
Какъ нетрудно зидФтъ, уравнеше нормали въ точЪ (х;, у!) бу- 
детъ . 


уе фр @— и) = (267) 


предоставляемъ читателю самому доказать это. 
Фокусы и директрисы. 


176, Перейдемъ теперь къ теори Фокусовв в директрисг `кривыхъ. 
2-го порядка. Прежде всего рвмимъ слфдующую задачу: найны чео- 
метрическое мъето точек, разетомил которыль оть данной точки те дан- 
ной прямой находлиел въ постолииомь отноше. 

Выберемъ какую-либо прямоугольную систему координать (чер. 94); 
пусть координаты данной точки Ё будутъ (з, В}. а уравнене прямой 
Н’Н будеть 


и--ту ри = 
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ов [Ме 
№ Н 


черт. 94. 


Если (т. у) координаты какой-либо точки // искомаго геометри- 
цескаго мЪста, то разстоян!е этой точки отъ данной точки РЁ таково: 


ОА Иа На 


съ другой стороны, длина перпендикуляра ИК, опущениаго изъ 
точки Д/ на прямую /ГМ равна 


кина 


Ива ^ 


й = 


Если черезъь в обозначимъ постоянное отношене, въ которомъ 


находятся длипы АМ и `МЁ, то тогда, по условйо, для всЪхъ точекъ 
разсматриваемаго геметрическаго мфста имфемъ 


(268) 


Освобождаясь здЪсь отъ радикаловъ, мы и получимъ уравнене 
нашего геометрическаго мЪста. Какъ нетрудно видЪть, оно будеть 
таково 


в ВА -— ур — езвнау 4+ ее — 
(РР т —2 [3 (2+ 2) + иду-- 
Е) ее) 0... 069) 


Послфдиее уравнеше представляеть уравнеше 2-й степепи, а, 
слфдовательно, нашимъ геометрическимт, мЪстомъ служитъ нфкоторое 
коническое сЪчен!е. 
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Чтобы узнать его. родъ составляемъ выражене 
Ас— В, 


гдЪ 4, 26, С соотвфтственные коэффищенты при 27, зу, у. Посл 
простыхъ вычисленй находимъ, что 


АС— 82 —(1 —е?) {2 + т). 


Въ случаф, когда уравнеше (269) представляеть эллниеь, это 
выражеше должно быть больше нуля, что возможно лишь при 
условии 1— <*> 0 или, такь какъ е число положительное, при 
услови е< 1. 

Вбли уравнене (269) представляетъ зиперболу. то АС — В2<0, 
что имфеть мЬсто лишь при услови 1 — <. 0 илие >> 1; наконецъ, 
въ случа парабрлы АС. В*=0, откуда слфдуетъ, что 1—#=0, 
ИЛИ © == 1. 

Число © носить  назваШМе экенгиприентета  разсматриваемаго 
коническаго сфченя. Полученные нами результаты могутъ быть резю- 
мированы слдующимъ образомъ: кривая (269) представляете эллинеь, 
вели тенонтриеитеть е меньше единицы, зиперболу, если опь больше еди- 
инцы, и параболу, если онь ревень едиилить. 

Данная точка Г носитъ назваше фомуса разсматриваемой кривой 
2-го порядка, а данная прямая В"И — директрисы. 

Изъ равенства (268) видимъ, что фокусг кривой 2-ю порядка обла- 
даета прьмь свойствоме, что разстояше отз иезо точекз кривой выражается 
равюнально чезезь координаты этих зпоиеьз, 

177. Покажемъ теперь, что всякая кривая 2-го порядка имЗетъ 
фокусы и директрисы. Начнемъ съ центральныхъ кривыхъ. 

Пусть уравнен{е какой-либо центральной кривой, отнесенное къ 
‘осямъ симметри, будетъ 


коим 


а 261 


(270) 


гдЪ ==: 1 въ зависимости отъ того, будетъ ли кривая (270) эллип. 
сомъ или гиперболой. Въ первомъ случаф будемъ всегда предпола- 
гать, что “26. 

Если координаты искомаго фокуса будутъ (в, 3), а уравнее 
искомой директрисы 


и туфа = 0, 
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то координаты точекъ разсматриваемой кривой, по условию, должны 
удовлетворять соотиошен!ю (268). 
Полагая для краткости 


#1 р: ет р еп , 
УВ: у Ува у Ив 
и, слфдовательно, 
ев тия, (..... (2 
напишемъ соотношене (268) въ видь 
УР: = +мтути) ,... 07} 


гдЪ въ правой части знакъ долженъ быть выбранъ такъ, чтобы эта 
правая часть была положительной. 
Освобождаясь отъ радикаловъ, найдемъ уравнене 


И) да Оби ку + (1 — т уе (аи) а — 
2) уро 2—2 = 


(273); 


Такъ какъ точка (х, у) любая точка кривой (270), то уравнене 
(273) должно представлять то же коническое сфчеше, что и уравнене 
(270); поэтому оно должно быть эквивалентно съ этимъ послёднимъ 
уравнешемъ; другими словами, коэффищенты въ уравненяхъ (270) и 
(273} должны быть пропоршональны, т. ®. 


ар Зин 


Г’ 


а? (1 — 13) 


Такъ какъ отношешя 


Г’ ав 


конечны, то непремфнно имфютъ мфсто соотношеня 


ВиО, ар =0, Зиг и — 


“Такимъ образомъ отношения (274) приводятся къ виду 


т’ 0, аи 0, > Ве = (275) 
аа (1 — = (1 т) = и а 
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Изъ’ перваго изъ этихъ уравненйй видно, что одинъ изъ козф- 
фищентовъ ТГ,” непремфнно равенъ нулю. Полагая сперва и" = 0, 


легко найдемъ, что 


же’ = 0, 


причемь изъ соотношеН я я + Г’ =0 заключаемъ, что х >> 0, когда 
коэффищенты Ри »' взяты съ различными знаками, иа < 0, когла 
они взяты съ одинаковыми знаками, 

Замфчая, что и? — =? всегда число положительное и только въ 
крайнемъ случаЪ равное нулю, можемъ положить 


а — 


тогда 


= 


дот 0, и— фа, = ое 3-0. 


Итакъ, въ разсматриваемомъ случа находимъ дна фокуса (—с, 0), 
{©›0), лежашйе на большой осы ва случа эллипса, пли па дъйствительной 


осн въ случазь  отерболи, и расположение симметрично озпноеительно 


центра, Замфтимъ, что въ случаЪ эллипса < ==а?— 0 т. е. с «а авъ 
случаЪ гиперболы © т, е, в > а; другими словами, въ эллипс 
разсматриваемые фокусы лежатъ ближе къ центру. нежели вершины 
кривой, а въ гиперболЪ дальше, 

Для эксцентриситета имфемъ выражеше 


е=И т = =. 


Такъ какъ для эллипса с < а, а для гиперболы с > а, то, слфдовательно, 
въ первомъ случа е<. 1, а во второмъ в > 1. 

Переходя къ случаю, когда въ уравнешяхъ (275) Г = 0 и помня, 
1, найдемъ изъ этихъ уравненй 


что 


Легко видЪфть, что вь случаЪ эллипса, такъ какъ, по условпо, 
> < а*, тов’ ий числа мнимыя, а въ случа гиперболы, когда = = — |, 
мнимы числа ии в. 

Такимъ образомъ, въ обоихъ этихъ случаяхъ получимъ два мни- 
мыхь фокуса (0,3), расположенныхъ на оси /-овъ. 

А. Ц, ЩЕБОРСВЙ, АНАЛИТИЧ, РЕРУЕТРЫ. 15 
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Оставляя въ сторон эти два мнимыхъ фокуса, приходимъ къ 
слфдующей теоремЪ: ненуйюльное конциеское спмеше ипьеть по дв@ фо- 
ее, расположенные симметриипо онтобипельно цетпра ни больной оси 
въ сциивь эаанися наи на дюйстонтельной ори въ сяциить гиперболы. 

{78. Подставляя полученныя нами значеня для Р, м’, м’, а, 3 въ 
выражеше (272) и помня. что при предположен{и а == + е знаки у Ри 
я’ должны быть различны, а при д == —с одинаковы, найдемъ, что 


+ | й и) =-е в), 
| (076) 


аб. рр. `. 
} (: Ю +) = (ез-Ёи": 
такъ какъ г и”, какъ разстоямя, представляють числа положитель- 
ныя. то въ правыхь частяхъь выражешй (276) знаки должны быть 
выбраны такимъ образомъ, чтобы эти правыя части были тоже поло- 
жительны. 

178. Изъь выражен (276) видимъ, что уравнешями директрисъ 
нашихъ центральныхъ кривыхъ, отнесенныхъ къ осямъ симметриы, 
будуть служить уравнешя 


е-и= 


или 


отсюда заключаемъ, что директрисы представляютъ прямыя, парал- 
лельныя малой оси въ случаф эллипса и мнимой оси въ случа гипер- 
болы. Эти прямыя симметричио расположены относительно центра. 
Разсмотримъ теперь отдльно случаи эллипса и гиперболы. 
180. Въ случа эллипса эксцентриситетъ е меньше единицы, а 
потому 


Отсюда заключаемъ, что разстояше директрисъ отъ центра 
больше разстояня вершинъ эллипса отъ центра (черт. 95 
Такимъ образомъ, эллипсъ лежитъ относительно директрисъ въ 
той части плоскости, гдз находится его центръ, а потому, чтобы 


опредфлить знаки двучленовъ 


ес фа, фа 


х 


| 0’ 
черт. 95. 


для точекъ эллипса, нужно узнать знаки ихь для центра, т. е., въ 
данномъ случаЪ, для точки (0, 0). 

Для этой точки наши двучлены обращаются соотвЪтственно въ 
«и — а, слфдовательно, для веюхь очекъ эллипса 


вх + а>0, ее —а< 0, 


а потому, чтобы правыя части въ выраженяхь {276) для точекъ эл- 
липса были положительны, необходимо взять въ выражени для * 
знакъ — ‚а въ выражевши для э, знакъ +. 

Итакь, въ случаЪ эллипса величины радёуеовь векторовь г И гу, 
соединяющихь какую-либо точку [2,/) эллипса соотвЪтственно съ 
фокусами Е (6, 0) и РЁ, {— в, 0), будутъ 


| изва+ же ег... . (977) 
а а 


181, Изъ выражен (277} видимъ, что для любой точки, лежа- 
щей на эллипс, имфетъ мЪсто соотношене 


ил, = 2а. 


_ Итакъ, сумма радгуовь вемторовь любой точки эллитеа равна длинь 
ЧАльнОй ог. 

Покажемъ, что для точекъ, лежащихъ вн эллипса, сумма ихъ 
разстоянн! отъ фокусовъ даннаго эллипса не“будеть равна этой по- 
стоянной. 
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Пусть точка М (черт. 96} лежитъ внутри эллипса; пусть Ки Р, 
его фокусы; продолжимъ одинъ изъ радусовъ векторовъ, положимъ. 
Р.М, до пересъчейя съ эллипсомъ въ точк® М и соединимъ точку 
М съ фокусомъ г. 


черн. 96. 


Такъ какъ точка #/ лежить па эллипсф, то по доказанному 
ВМ РИ 28; 
далзе изъ А-ка ИМР имБемъ 
ММ +РМ > ХР: 


прибавляя къ обЪимъ частямь по Л, М и замЪчая, что 


РИМЕ РМ, 
находимъ 
РАМ ЕМ> РМ РЕ 
или 
2а> ПИТ ЕМ. 
Итакъ, сумма разотоянй любой тонки, лежащей внутри оланиеи, 
от двухь фокуеовь этою зллипеа меныие длины больной оси, 
Возьмемъ теперь точку №, лежащую внЪ эллипса (чер. 97); сое- 
диняя точку пересвчешя ДГ радиуса-вектора ЛМ съ эллипсомъ съ 
фокусомъ Г, имфемъ по предыдущему, что 


АЛ М9; 
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лерт. 97. 


изъ ^-ка ЕМХ имфемъ 
МУ ИМ ИИ 


придавая къ объимъ частямъь по ИМ и замЪфчая, что 


М + ММ 


найдемъ, что 


или 
Ех-ЕМ> а, 


Итакъ, сумма разетоли 
большие За. 

Сопоставляя все сказанное, видимъ, что эмлипез есть зеометри- 
ческое мтеро тточекь, сумма разетоянй которыхь отз двуть данныть 
зпочекъ осличина ноетолиная. 

Такимъ образомъ, мы пришли къ тому опредфленио эллипса, 
которое было дано нами въ началЪ курса. 

182. Переходимъ къ гиперболф. Опять постараемся опредфлить 
знаки въ выраженяхъ (276). 

Какъ и въ случа’ эллипса, уравнешя ея директрисъ будуть 
соотвфтственно 


виъиией точки отв фокуеовь эллитва 


е—а ех--а 


или 
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но, такъ какъ для гиперболы е>> 1, то разстояме директрисъ отъ 
центра менфе а, т. е, менфе разстояшя вершинъ отъ центра. 

Назовемъ для краткости зравой вЪтвью гиперболы и зривой дирек- 
трисой ту вЪтвь и ту директрису, которыя расположены на чертежь 
98 вправо отъ центра, яъвой вфтвыо гиперболы и вой директрисой 
ту вЪтвь и ту директрису, которыя расположены влЗво отъ центра, 

На` осиован]н сказаннаго нами выше, правая вЪтвь гиперболы 
расположена относительно нразой директрисы въ части плоскости, 
не заключающей центра, а относительно ламой длиректрисы въ частн 
плоскости, заключающей центръ. Наоборотъ, мал втвь гиперболы 
расположена относительно #ривой директрисы въ части плоскости, 
заключающей центръ, а относитетьно илмой директрисы въ части 
плоскости, центра на заключающей (см. черт. 98). 


черт. 98. 


Разсмотримъ теперь выражене (276), сперва для точекъ правой, 
а затВмъ любой вЪтви гиперболы. ” 
Для координать центра выражене гх—а обращается въ — а, 
т. е. въ отрицательное число, а потому для точекъ полуплоскости, въ ко- 
торой лежитъ яравая вЪтвЬ ‘гиперболы, оно положительно, слдова- 
тельно, для точекъ этой вЪтви въ выражен!и (276) для т мы должны 


взять знакъ -|-, т. е. 


= — 


Далфе, для начала координать выражене вз-Ри положительно, 
а потому для точекъ той же правой вЪтви гиперболы оно тоже по- 
ложительно, слфдовательно,. для нея 


и; = ее -На. 
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Итакъ, для координатъ точекъ правой вЪтви гиперболы имЪфемъ 
сльдующйя выражешя для радлусовъ векторовъ: 


ве... () 


Путемъ совершенно аналогичныхъь разсужденй для координатъ 
точекъ левой вЪтви гиперболы найдемъ 


пач 0... 7) 


и—е. 


183. Изъ выраженй (278) и (279) заключаемъ, что для любой 
точки (5./), лежащей на иривой вЪтви гиперболы, 


—х 


2, 


а для любой точки; лежащей на лявой ея вЪтви, 


2а. 


т 


Итакъ, разиовии  радусовь векторвве чюбой точки зинеуболы 
равна длить дъйствительтй оси. 

Опять покажемъ, что этимъ свойствомъ обладаютъ только точки, 
лежациуя на гиперболЪ, 

Возьмемь сперва какую либо точку ^ (черт, 99), лежащую между 
вЪтвями гиперболы, Пусть фокусы гиперболы будуть Ри Г;; сведи- 


черт, 99. 


нимь съ фокусомъ Г; точку’ пересфчейя М радфуса-вектора КМ съ 
гиперболой. 
Такъ какъ М лежить на гиперболЪ, то 


ИМ—ЕМ 


2 


232 
изъ А-ка №, МХ имъемь 
ЖИ>РУ_ МХ; 
вычитая изъ обфихь частей по КМ и замфчая, что 
М -- ММ == КМ, 
найдемъ, что 
ИМЬ—ФЕИ> ВХ — ЕХ 
или 
2а> ВХ — ВХ. 


Итакъ, рРЪ этомъ случаЪ разность Р.М — ЁМ меньше 29а. 


черт. 100. 


Возьмемь теперь точку № внутри какой либо, ноложимъ, пра. 
вой вЪхви (черт. 100). Соединяя съ фокусомъ Г точку лересъчешя М 
радлуса-вектора Ё, М съ гиперболой, изъ Л-ка ММ имфемъ 
РИ > вк мм 


придавая къ обфимъ частямъ по ИМ, получимъ 
> 


не -- РАР> №М 4 РМ — ММ 
откуда ` 


ЕИ- МУ —ТУ> И-М 
или, такъ какъ 
РИ -- МУ = ММ РМ - РИ, 


найдемъ, что 
НХ — РМ 2. 
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Аналогичный результать мы бы получили, разсматривая какую- 
либо точку, лежащую внутри лЪвой вЪтви. 

Такимъ образомъ, приходимъ къ сл$дующей теоремЪ: знпербола 
веть Зеометрииеское мтьето точекъ, разпость разешоннй которыть отз 
даркь даниыть тожезь величита постоянная. 

184. Какъ мы уже говорили, отношене разстояй любой точки 
центральнаго коническаго сЪчешя отъ фокуса и соотвфтственной 


ё 
директрисы, т. е. эксцентриситетъ © равенъ —_ ; замфчая, что 2е пред- 


ставляеть разстояне между фокусами кривой или такъ называемое 
Фокусное растоние, можемъ опредфлить эхснетриевнель,  казъ отно- 
зисне фокуснаю разстолнал 2 кз длинь За большой ови залийей или дъй- 
споительной оса иитерболы. - 

185, Докажемтъ теперь слёдующую весьма важную теорему: хасатель- 
ная къ централиюму коиимоскому спченю представляеть бисселнорь ума 
между рабусами-вектораии точки васо тя. 

Пусть имфемъ коническое сфчеше 


отнесенное къ осямъ симметрии. УравнеШе касательной въ точк® 
М 1х; у) (черт. 101), какъ извЪстно, таково: 


Найдемъ длины ИК и ИК: пернендикуляровъ, опущенныхь изъ 
фокусовъ Е (е. 0) и Г, (—, 0} ва эту касательную. Для этого намъ 


и м 


— 


черт. 101. 
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нужно привести уравнеше касательной къ нормальной формЪ и под- 
ставить въ выражене, представляощее лфвую часть его, вмфсто (т, у} 
координаты фокуса. 

Такимъ образомъ, имфемъ 


(280) 


«1 [о . 
Въ этихь выражевшяхь знаки должны быть выбраны такъ, чтобы 
правмя части были положительны. Такъ какъ въ этомъ случаф выра- 


женя 
са «) о 
= — | а 


представляють длины ралусовъ-векторовъ И и 2.1 точки касашя 
{см. 276), то изъ (280} найдемъ, что 


отсюда заключаемъ, что прямоугольные треугольники РМ и Е-МБ, 
подобны (черт. 101 и 102), а потому 


черт. 103. 
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Такимъ образомъ, теорема наша доказана. 

Пользуясь этой теоремой можно построить касательную въ дан- 
ной точкз центральнаго коническаго сфченя, разъ даны его фокусы. 

186. Изъ доказанной только что теоремы, какъ слЪдстве, выте- 
каютъ ДВЬ интересныя теоремы. 

Опустимъ изъ одного фокуса Ё эллипса на касательную въ 
точкЪ 4{ перпендикуляръь А (черт. 1:03) и продолжимъ его до пере- 
сфченя съ радбусомъ-векторомъ точки касамя АГ. Пусть точкой 
пересфченя М и РК будетъ точка Изъ доказанной только что 


черт. 163. 


теорёмы вытекаетъ, что прямоугольные треугольники ЁРМК и КМА 
равны, а слЬдовательно АЁ = ГК, т.е. точка 4 симметрична СЪ. 
фокусомъ РЁ относительно касательной 1/ЖК. ДалЪе, изъ т8хъ же тре- 
угольниковь имфемъ, что ЕМ == МА. Такъ какъ по свойству эллипса 
ИМ-- РИ =2а, то отсюда заключаемъ, что 


ИМ МА == КА = 98. 


Итакъ, разстояве фокуса № оть точки А, симметричной съ фоку- 
сомъ Е относительно касательной, проведенной въ любой точк® М 
эллипса, постоянно равно длинЪ большой оси, другими словами: 
во четрическимь млетомь точек, сниметричныхь ев однимь ‘изз фокусовь 
зланиеа относнщелно хасательныхь, проведенныть 55 нему, служить 
окружность, опиванная изё друюю фокува, радбуюомь равным длинь 
больной оси. 
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187. Если теперь соединимъ основане К перпендикуляра. МК съ 
центромъ О и замфтимъ (черт. 103), что 


20 0Е. 


то изъ подобя треугольниковъ Ё,1ЁР и ОКЛ, найдемъ, что 


откуда, замЪчая, что 2я, найдемъ, что 


ОК == а. 


Итакъ, разстояне центра 0 отъ оспованя К перпендикуляра, 
опущеннаго изъ фокуса на какую-либо касательную, постоянно равно 
длин большой полуоси; другими словами: юометричевкимь — мистолмь 
осковай  пернендикулировь, опущенныхь изъ какою-лийо фокуса залнаеа 
на каевтольный къ нему, саужаиня окружность, опцеаниал изз центра 
залниса рад’усома, равнымв ддниь больший полуосн. 

188. Пользуясь этими теоремами можно построить касательныя 
къ эллипсу изъ любой внфшней точки или параллельно любому на- 
правленио. если только даны фокусы эллипса. 


черт. 104. 
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Въ первомъ случав построеше должно быть совершено такъ: 
изъ данной внёшней точки В (черт. 104) проводимъ окружность С 
радлусомъ, равнымъ разстояшю ея отъ одного изъ фокусовъ, положимъ Р. 
ДалЪе, изъ другого фокуса, какъ изъ центра, радусомъ, равнымъ. 
большой оси 2а, проводимъ окружность Су; соединив точки пересвченя 
Ми окружностей Си С, съ фокусомъ Ё, проведемъ изъ данной 
точки В прямыя, перпендикулярныя къ прямымъ МР и МР. Прямыя 
эти и будуть искомыми касательными. 

Если требуется построить касательныя къ эллипсу, параллельно 
данному направленю, поступаемъ такъ: черезъ фокусъь Х (черт. 105} 
проводимъ прямую Н.Н, перпендикулярную къ данному направленйо, 
затЬмъ изъ другого фокуса Р;, какъ изъ центра, радусомъ, равнымъ. 
‚длин большой оси, т. е. равнымъ Эа, проводимъ окружность С. Точки 
пересфчен!я этой окружности съ прямой Н\Н обозначимъ черезь Ан В. 
Теперь черезъ средины отрфзковь АРи ВЕ проводимъ прямыя, парал- 
лельныя данному направлению. Эти прямыя и будутъ искомыми каса- 
тельными. 


черт. 105. 


Совершенно аналогичныя теоремы можно доказать для гиперболы. 
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Доказательство этихъ теоремъ предоставляемъ читателю. 

189. Перейдемъ теперь къ отыскаийю фокусовъ и директрисъ 
параболы. 

Пусть уравнене данной параболы, отнесенное къ оси симметрии 
и касательной въ вершинЪ, будетъ 


и ен с (80 


Если черезъ (»,3} обозначимъ координаты фокуса, а черезъ 


Разин = 


уравнеше директрисы, то по предыдущему (см. $ 176) предполагаемъ, 
что уравпеше параболы (281) можеть быть представлено въ вид (273), 
т. е. въ видЪ 


и“ 


г Эрирху + (1— 
-- 24 - шит 2 


Такъ какъ это уравнеше должно’ быть эквивалентно съ уравне- 
немъ (281). то коэффищенты его должны удовлетворять условямъ 


1 в 0 — 0 ` 


Ри 


0 


Ты а Зи миа 


или же 


1-ю 


= 0, Рир = 0. (1 — р а Ри, За = 0, в — 


Изъ первыхъ двухъ уравненй имфемъ 


0. 


Ре зи" = 


Мы можемъ всегда предположить, что въ уравпеши директрисы 
коэффищентъ Г положителенъ, тогда, полагая /==1, для опредфленя 
Ули н' получимъ слЪдуювия уравнения: 


8=0, ая ==, 2 — п = 0. 


Изъ послфдняго уравненя имфемъ 


подставляя это значене п’ въ предпосяфднее уравнеше. получимъ 


ата р, 
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откуда видимъ, что при верхнемъ знак» 


а=я 


а при нижнемъ 


Итакъ, координаты фокусовъ параболы будутъ (оно т.е. 


пирабола имиетв два. фокуса, ложанев ии оси симметри: одииз па конеч- 
пом разетотни, а друой в5 безконечно удилениой точкь вя. 

Директриса, соотвфтствующая послфднему фокусу лежитъ на 
безконечности, а соотвЪтствующая первому, иметъ уравнеше 


Рукии (и... (82) 

190. Какъ извЪстно, всф прямыя, проходяния черезъ безконечно- 
удаленную точку какой-либо данной прямой, параллельны этой по- 
слфдней, а потому всЪ прямыя, проходяция черезъ безконечно-уда- 
ленный фокусъ параболы. параллельны ея оси симметрии. Сопоставляя 
это утверждене съ результатами полученными нами въ 65$ 185, 
186 и 187, мы можемъ ожидать, что доказанныя тамъ теоремы для 
параболы обратятся въ слфдующя: |) касательная къ парабол» 
состэвлясть съ радусомъ векторомъ, соединяющимъ точку касаня съ 
конечнымъ фокусомъ, тоть же уголь, что и съ осыо симметр; 
2) геометрическимь м$стомъ точекъ, симметричныхь съ конечнымъ 
фокусомъ параболы относительно вя касательныхъ, служить прямая, 
перпендикулярная къ оси симметр!и; 3) геометрическимъ мЪстомъ 
основанй перпендикуляровъ, опущенныхь изъ конечнаго фокуса на 
касательныя, служить нФкоторая прямая, перпендикулярная къ оси 
симметрии. Всф эти теоремы будуть нами вскорЪ доказаны. 

191. Условимся въ дальнфйшемъ подъ фокусомъ параболы под- 


разумфвать всегда ея #момечный  фокусъ ($. ), лежащий на оси 


симметрии. Длина ращуса вектора Ё. == + (Ех + ту + м’) будеть въ. 
этомъ случаЪ 
+9) 


Такъ, какъ х величина положительная и для точекъ параболы 
{281) абсписса х положительна, то въ послЗднемъь выражеши нужно 
взять верх знакъ. 


РА 
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Итакъ, длина радфуса вектора любой точки М (х.5) параболы 
равна 


Мех. 


Уравнеше директрисы иметь видъ 


откуда видимъ, что директриса НИ’ параллельна оси у-овъ и про- 


ведена влЪво отъ вершины на разстоян и ОР=-7`. 


Эксцентриситеть с параболы, равный УР-Ё эт, равенъ единиц 
Отсюда заключаемъ, что разстояня любой точки параболы отъ фокуса 
и директрисы равны между собою. 

Въ $ 27 мы доказали, что этимъ свойствомъ обладаютъ только 
точки параболы, т. е. парабола есть звометрическое мъето точекь, раз- 
столил которыть оть даниой точки’ и данной прямой равны между собою. 

192. Докажемь теперь слфдующую теорему, о которой мы уже 
говорили въ $ 190: касательная хь параболь составлявть равные углы св. 
радусоль векноромь точки касаея и сз оеыо снимепции. 

Вспомнимъ, что уравнеше касательной къ параболЪ въ точк®. 
41 (ху. п) таково: 


Вх 


Уравнене радтуса вектора, проходящаго черезъ фокусъ А 


и точку касаны 44 (ху, у), будеть 


Угловой коэффишентъ касательной и равенъ г а угловой. 
Я 
коэффишентъ рал1уса вектора 
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отсюда находимъ, что {5 угла © между радйусомъ векторомъ и касатель- 


ной будетъ 
2 -- т 


1+ ть 


69= 


ЗамЪфчая, что угловой коэффищенть » касательной представляетъ 
12 угла В, составляемаго ею съ осью х-овъ, заключаемъ, что в== ©. 
Теорема доказана. 


черт. 106. 


183. Нетрудно доказать и болфе точно формулированную вторую 
теорему $ 190: соомезнринеекимь  ипетома основой  пертендикуляровь, 
опущейныхь наз фовуси пираболы на  кавательныл къ. ней, служюнь 
касательная, проведениия.вь верипеть пираволы. 

Въ самомь дЬлЪ, уравневе касательной въ какой-либо точкь 
М (г, м) (черт. 106). какъ мы знаемъ, таково: ° 


реа? 


Уравнеше всякой прямой, проходящей черезъ фокусъ 


будетъ: 


Такъ какъ мы разсматриваемъ прямую, перпендикулярную къ касатель- 


А.Н, ПЮЕВОБСКИЙ, АНАДИ ТНУ. ГЕОМЕТРОЬ 36 
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ной, то угловой коэффищенть ея #1 опредфлится изъ услошя 


т. +1 
ел 


откуда 


Такимъ образомъ, уравнене нашей прямой ИА имЪетъ видъ 
р 
ву—- и ( ® — >) 
\ =; 
Координаты точки А, основа я перпендикуляра, найдемъ, рёшая 


это уравнеше и уравнене касательной; такимъ ‘образомъ, получимъ, 
что для нея 


т. е., что точка Ё всегда лежитъ на оси у-овъ. Этимъ наша теорема 


доказана. 
194. Продолжимъ теперь периендикуляръ ГА (черт. 107) до перес%- 


чешя съ директрисой Н’Н въ точк5 А и черезъ точку А' проведемъ 


Е' 


чер. 197. 


прямую АД параллельно оси х-овъ; изъ подобя прямоугольныхъ 


треугольниковь МАГ и ГАК имфемъ 
тм 
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но № 


МР — 0+ бЕ-ь 


а петому 


отсюда имфемъ 


= АР АЁ = АЕ 


Такимъ образомъ, видимъ, что точка А симметрична съ фоку- 
сомъ относительно касательной. Такъ какъ она лежить на директрисЪ, 
то, слфдовательно, имфеть мЪфсто слфдующая’ теорема: чеометриие- 
екимь мьетомь точекь, сомметриитыл съ ‹фокусомь параболы  отно- 
сительно кавательниха къ ней, служить директриса. 

Основываясь на этой теоремЪ, можно построить касательныя къ 
параболЪ, проходяня черезъ любую точку плоскости или‘ параллель- 
пыя любому направленю. 


Уравнешя коническихъ сБченй въ полярной систем 
координатъ. 


195. Выведемъ теперь уравнешя коническихъ сЪченй въ полярной 
систем координатъ, въ которой за полюсь примемъ фокусъ, а за 
‚полярную ось д1аметръ кривой, заключаююий фокусы. 

Преёлварительно, однако, введемь поняте о яаранетьь кониче- 
<каго сфчения. 

Подъ параметромъ коническаго съчешя будемъ подразум» вать. по- 
ловину длины хорды, проходящей черезъь фокусъ и перпендикуляр- 
ной къ оси, заключающей фокусы. 

Отсюда видимъ, что ‘если за ось абсциссъ примемь ось кривой, 
заключающую фокусы, а за ‘ось ординать какую-либо ‘перпендику- 
„лярную къ ней прямую, то параметромъ кривой будёть длина орди- 
наты точки, лежащей на коническомъ сфчеши и имъющей своей 
абсциссой—абсциссу фокуса. | 

Пусть имфемъ уравнеше центральнаго коническаго съченя, от- 
несенное къ осямъ симметр!и 


с. 83) 


ТДЪ == 51 и притомъ въ случаЪ эллипса а*2= 
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Чтобы найти параметръ р, нужно найти ординату точки. лежащей 
на коническомъ сБчени и нмвющей своей абсциссой с или --е, гдЪ 


еее тет 1284} 
Подставляя координаты (е, 2} въ уравнене (283) и помня, что. 

= ==--1. найдемъ 

ый 


(ее ыы 


«2 


(284) получимъ 


гдф. по прежнему, через», е обозначенъ эксцентриситеть кривой, рав- 
в 
ный -—. 
Ю 


Такимъ образомъ, для эллипса параметръ будетъ 


р== 


в (1—2), 


а для гиперболы 


196. Возьмемъ уравнене параболы, отнесенное къ оси симметрии и 
касательной въ вершинЪ, т. е. уравнеше 


==2рх. 
р 
Абсцисса фокуса => = -5`› а потому параметръ опредфлимъ, под- 
. 2] . 
ставляя въ уравнене параболы и вмфсто х, откуда легко найдемъ, 


что искомый параметръ -равенъ р. 

197. Найдемь теперь уравненя коническихь сфчешй въ полярной 
систем координатъ, причемъ за полюсъ примемт, кикой-либо фокусъ, 
а за полярную ось-—ось кривой, заключающую фокусы. Направлеше 
„полярной оси при этомъ выберемь отъ фокуса къ ближайшей вер- 
шинЪ кривой. 
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Пусть имъемъ уравнеше эллипса, отнесенное къ осямъ сим- 
метр 


черт. (08. 


примемъ фокусъ РЁ ‹е, 0) за полюсъ (черт. 108), ось х-овъ за полярную 
ось и за положительное направленше на ней выберемъ направлене 
оть фокуса’ къ ближайшей верншинЪ; это направлене совпадаетъ 
съ положительвымъ направлещемъ оси г-овъ. Положеше любой точки 
плоскости опредфляется длиной г отрЪзка между полюсомь Ги дан- 
ной точкой и угломъ ©, образованнымъ эЭтимъ отрфзкомъ съ поло- 
жительным направлемемъ полярной оси. 

Если точка 47 {^, у) лежить на нашемъ эллипс, то, какъ мы 
знаемъ, разстояве ея КАМ ==г оть фокуса выражается слЪдующимъ 
образомъ черезъ координаты (см. $ 180): 


УМ 


а— ег 


(285) 


Изъ чертежа (108} видимъ, что отрЪзокъ (041) представляетъ 
геометрическую сумму отр%зковъ (07) и {Р5/), т. е. 


(Ем), 


(00) =(08) 
а потому 
пр О! = про пр ©. 


Проектируя ортогонально на положительное направлене поляр- 
ной оси и замфчая, что, такъ какъ положительныя направленя оси 
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я-овъ и полярной оси совпадаютъ, то 


пр» 0 прх ОЙ=е, пр. КА == гсозе, 


найдемъ, что 


&=е+17508 5; 


подставляя это значене х въ выражеше {285} и рЪшая полученное 
уравнене относительно г, найдемъ 


Если вспомнимъ, что 


гдЪ 2 параметръ, то напишемъ послфднез уравнене въ ВидЪ 


ША | 
А... 088 


Это и есть искомое полярное уравнеше эллипса. 
198. Переходимъ къ выводу полярнаго уравнешя гиперболы. 
Пусть уравнен!е ея, отнесенное къ осямъ, будетъ 


Примемъ за полюсъ фокусъ Л" (6.0), за полярную ось-—ось. т-овъ 
и за положительное направлен{е на ней, направлене отъ фокуса къ 
вершинЪ (черт. 109), т. е. направлене, противоположное положитель- 
ному направленно оси х-овъ. Положене всякой точки плоскости опре- 
дфляется длиной г отрЪзка, соединяющаго полюсъ съ фокусомъ, и 
угломъ <, образованнымь этимъ отрфзкомъ съ положительнымъ 
направлемемъ полярной оси 

Если точка М (х. у) лежитъ на яровой вфтви гиперболы. то ея 


разстояне РА == 


отъ фокуса (см. $ 182) будетъ 


(287) 
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1 
черт. 109. 


если же точка М (х,у) лежитъь на львой вЪтви гиперболы, то разсто- 
яне Р/М-=х будетъ 
ИМ = =а-ех о... 


. (288) 


Обозначимъ уголъ, образованный отрЪзкомъ (ЕМ) съ положитель- 
нымъ направлешемъ полярной оси ’ерезъ 2. 
Изъ чертежа 109 видно, что 


{ом =в-РМ, 
а потому 
прОМ-прОР-+ пр ЕЕ, 


Спроектируемъ ортогонально на положительное направлен!е поляр- 
ной оси. 

ЗамЪчая, что положительныя направленя оси т-овЪ и полярной 
оси р прямо противоположны, получимъ 


прь ОМ =, пор ОЁ ==-- в, пррЕМ = с053, 


а потому 
—Х= — 6411605. . . ... . (289) 


Если точка М (х,у) лежитъ на правой вфтви кривой, тогда, под- 
ставивъ это значеше х въ выражене (287) и вспомнивъ выраженше 
для параметра р, найдемъ 

р 


Еее; (0... 0 
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если же точка № лежитъ на льзой вбтви, то, подставляя значене 
{289} для < въ выражене (288), найдемъ 


д... 9) 


Такимъ образомъ, полярнымъ уравнешемъ правой вфтви будетъ 
уравнене (290), а уравнешемъ лниой взтви уравнеше (291). 

Легко, однако, показать, что 06% вЪтви могутъ быть представлены 
уравнещемъ (290), если только усповимся величин г давать и отри- 
цательныя значения, причемъ, если нфкоторому значенйо угла © будеть 
соотвтствовать отрицательное значеше », то будемъ откладывать от- 
р»зокъ г въ направлен, которое характеризуется угломъ 9 — 

Въ симомъ дъль, пусть ‘эх, (черт. 110) будеть уголь соотв%т- 


/ 


пери. 110; 


ствующ нФкоторой точкф /М:, лежащей на алной вЪтви, тогда длина 
т, отрзка (РМ!) опредьлится изъ уравненя (291), а именно 


р 


ый — . 
1—ес03 2, 


Въ уравиени (290) дадимъ углу < значеше $ — 
вЪтствующее значене » будетъ 


тогда соот- 
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т. е. будетъ величиной отрицательной, равной по абсолютной величин% 11; 
поэтому отръзокъ, соовфтствуюний углу (©: — =) и имъюцщий мЪру =, опре- 
дьляемую изъ уравнен!я (290), долженъ быть отложенъ отъ точки Р не 
въ направлеши /’2/, а въ направлеши противсположномъ. Отклады- 
вая такимъ образомъ отрЪзокъ т, мы, очевидно, получимъ нашу точ- 
ку ЛА, лежащую на лЬвой вЪтви. 

Итакъ, условившись разсматривать и отрицательныя значеня 7 
и строить ихъ, какъ только что указано, можемъ считать уравнеше 
(290), т. е. уравнене 


(292) 


‘уравненмемь обфихъ вфтвей гиперболы. 
199. Выведемъ, наконець, полярное уравнене параболы. Пусть ея 


уравнемше, отнесенное къ оси симметрия и касательной въ вершин%, 
будетъ 


= рт. 


Полюсъ помфстимь въ фокусЪ 2(55} {черт..111). за поляр- 


Г 


сер. И. 


ную ось примемъ ось х-овъ, а за положительное направлен поляр- 
ной оси возьмемъ направлене отъ фокуса Ё`къ вершин% 0. Разстоя- 
не точки ЛЁ (х, у) параболы отъ фокуса /. какъ извфстно, таково: 


Ем хе енот 8 
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Проектируя ортогонально отрЪзокъ (01/), равный геометрической 
сумм отр»зковъ (ОР) и (РИ) на положительное направлен полярной 
оси Ри замфчая, что положительныя направлешя оси Х-овъ и полярной 
оси противоположны, получимъ 


пре 031 == —х, пррОЁ-==— р, прь Рё ==1 60$ $, 


а потому изъ соотношеня пр ОМ == прОЕ -- прЕМ имъемъ 


— 2. 


+ 750$ 2. 


Подставляя это значене т въ (293), найдемъ, что 


р 


Ро с. 9% 


Если теперь сравнимъ полярныя уравнения эллипса, гиперболы 
и параболы, то ‘увидимъ, что всЪ они могутъ быть замфнены однимъ 


(295 


причемь въ случеь эалинен эненеттриситионь по меныие одитицы, в5 случеь 
зинерболы омп больше едиинны н 8% слушиь параболы равень едивиниь. 


Опред$лен!е коническихъ сёчен! по даннымъ 
условямъ. 


200. Если обратимся къ общему уравнению коническаго сЪченя, 
т. е. къ уравненю 


Аз? 1- ЗВлу ++ Су? + 2Пх 1-2 Е=0 . . . 1296) 


то увидимъ, что оно заключаеть зместь коэффишентовъ. Такъ какъ 
всЪ уравнения, отличаюнияся только постояннымь множителемъ, т. е. 
эквивалентныя между собою, представляютъ одну и ту же кривую, то, 
слёдовательно, для полнаго опредфленя уравнешя коническаго сЪче- 
я намъ достаточно опредёлить отношешя всфхъ коэффишентовъ 
къ одному изъ нихъ, т. е. пять величинъ. Эти пять величинь мы 
можемъ, вообще говоря, опредфлить изъ пяти условЙ, такимт, обра- 
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зомъ, для полнаго опредЪленя коническаго сЪченя необходимо. 
5 условй. Напр., достаточно задать 5 точекъ, лежащихь на искомомъ 
коническомъ сфчени, или задать 4 точки, лежацщя на немъ, и поста- 
вить вЪ качествЪ 65-го условя - услове, что данное коническое сЪче- 
н!е представляетъь параболу. Что касается послВдняго случая, то въ 
немъ послЪднее услов!е выражается въ видЪ зависимости АС — В = 0 
между искомыми коэффищентами. 

Мы займемся сперва опредфлешемъ уравненя коническаго с$- 
чения, проходящаго черезъ пять точекъ, заданныхъ координатами 


Акть и), 454 5}. 


35) Аз (рун, а (кь и), а (а 


Естественнымъ путемъ для опредълея коэффищентовъ иско- 
маго уравнешя кривой является слБлующЙ: такъ какъ наша кривая, 
уравнеше которой напишемъ въ видЪ уравнения (296), должна прохо- 
дить черезъ точки А,, 4., 4.. А. 4», то координаты этихъ точекъ должны 
удовлетворять уравненйо этой кривой; подставляя координаты (7; и) 
какой-либо изъ точекъ А; въ уравнеше (296), мы должны получить 
тождество; такимъ образомъ, получимъ 5 уравнен!й вида 


дал Ва: | Суза, Зву Е 0,2 = 1,2, 3,4, 5}, 


изъ которыхъ, вообще говоря, можемъ опредфлить отношен!я пяти 
изъ коэффищентовъ 4, В. С, №, Б, Е кь одному изъ нихъ. Указанный 
только что способъ, вообще говоря, неудобенъ на практик®, а потому 
мы дадимъ здЪсь другой способъ’ рьшеншя нашей задачи. 

201. Напишемъ уравнешя четырехъ прямыхъ, проходящихь соот- 
вЪтственно черезъ точки 


(А, 5, (Яь Ла) (Аь А), (А.Л; 


черт. 12. 
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пусть они будутъ соотвфтственно 


ив 


ат Ни + 


а-я а =0, 


че | Вау 5 = 0. 


Обозначимь для краткости многочлены, стояще въ лЁвыхь 
частяхъ этихъ уравненй, соотвфтствению черезъ а, 8, 1, 8. 

Составимъ теперь произведешя ат.и %, т. е. произведевя трех- 
членовъ, стоящихъ въ лЪвыхъ частях ‘уравнен. тВхъ прямыхъ, 
которыя-не пересфкаются между собою въ даниыхъ точкахъ #1, 1 

Какъ нетрудно видфть. уравиене 


‚Я А. 


. (297) 


гдз К неопредВленный множитель. представляетъ уравнен!е кониче- 
скихъ сфченй, проходящихь черезъ 4 данныя точки -1;. /.. 2, А. 
Въ самомъ дфлЪ, во первыхъ, это уравнене представляеть коническое 
сЪчене; это видно изъ того, что оно второй степени относительно коорди- 
натЪ (г, 9). 

Далфе, видимъ. что соотвЪиствующя ему при какихъ угодно 
значеняхь Хо коничесмя сфчешя проходятъь черезъ дапяыя точки 
Шы у въ`этомь убЪфждаемся, замфчая, что разсматриваемое 
‘уравнен!е удовлятворяется координатами точекъ пересёчешя прямыхъ 


И +=0, 2=0, 2 2-0, р==0, 3) 1=0, 3 =0,8=0, 


а эти точки пересфчешя и будутъ соотвётственно точками Аи, Ч, А Л, 
{см. черт. 112). 

Такимъ образомъ, давая & всевозможныя значеня отъ— ое до = 5, 
будемъ получать  всевозможныя  коничесюя сЪченя,  проходявия 
черезъ 4 данныя точки. 

Уравнене {297}, представляющее совокупность этихъ кониче- 
скихъ сфченш, носитъ назване уравнемя ввнаюы нан пунка конических 
съченй. ` 

Въ числ  коническихь сфчевй этого пучка’ будетъ нахо- 
диться и разсматриваемое коническое сфчене, которое проходить еще 
черезъ точку А; 

Пусть при частномъ значени №, уравнен{е (297) представляетъ 
искомое коническое сфчене. Такъ какъ точка А; (хь, у;} лежить на 
немъ, то коорлинаты ея должны удовлетворять оуравненйо (297); поз- 
тому, если черезъ х., 3», 1..2. обозначимъ результатъ вставки въ трех- 
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члены 2, 3, 1, 8 координатъ (: 
дество 


у;) вмфсто (т.м, то получимъ тож- 


откуда заключаемъ, что для разсматриваемаго коническаго сфченшя 
имЪетъ значене 


Подставляя это значен!е { въ уравнеше (297), найдемъ уравнене 
коническаго сфченя, проходящаго черезъ пять данныхъ точекъ въ 
видЬ 


85 


у 


0... 0% 


202. Допустимъ теперь, что три изъ данныхъ точекъ лежать на 
одной прямой; мы всегда можемъ предноложить, что этими точками 
будутъ тозки 1, 42, 4, такъ какъ нумерашя точекъ вполнЪ зависить 
отъ насъ. Придерживаясь прежнихъ обозначен, видимъ, что въ этомъ 
случа5 эти точки лежатъ на прямой = ==0; такъ какъ координаты 
точки удовлетворяютъ этому уравненно, то, сл$Здовательно, а; =Ои 
уравнение (298) обращается въ 
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т. е. эквивалентно двумъ уравненямъ 1-й стелени я =0и 
отсюда заключаемъ, что, если шрь 35 пяти тонекъ, опредья янь 
хониневкое гльнене, лежать пи одной примой, то искомое гоничесвое съмеше _ 
реденивляеть пару примыть. 

203. Легко видВть, что уравнене любого коническаго сВченя 
можно представить-въ видЪ 


есь 99} 


дЪйствительно для этого стоитъ только выбрать на немъ пять любыхъ. 
точекъ и написать уравнеше коническаго сЪфчемя, опредъляемаго. 
этими пятью точками. 

204. Замфтимъ, что уравьевя 


=> 


0... 800) 


2—0, 3—0,  1=0 


представляютъ уравнен!я сторонъ н$котораго четыреугольника, впи- 
саннаго въ разсматриваемое коническое сЪфченге. 

Если. теперь вспомнимъ, что для какой-либо точки 4 числовыя 
значеня многочленовъ 2, в, 1, & пропорцюнальны разстоящямъ точки 
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чарт. 13. 


М отъ прямыхъ (300}, т. е. (черт. 113) 


а М, = МВ, т==МС, 


мо, 


то, подставляя эти значеня ч,В, 1,6 въ уравнеще (299), найдемъ 


тдь С нБкоторая постоянная. 

Такимъ образомъ, приходимъ къ слфдуюшщей смеоремь Папна: 
произведаня разстоянй любой точии коническоо спчевя оть двужь про- 
зпивоположныхь сторона мобою втисанието в нею четыреуюльнииа нахо- 
Фоней @5 постолиноиз отношети ко произведение разополй ея отть дзуть 
Эрузиль сторонь этою четырерюльнита. 

Иначе ту же теорему можно формулировать и такъ: звометри- 
ческниь мпетомё ‘точекь, для зллторыть произведмне ить разетотий‘оть 
двуть данныть приныхь палодизися въ постоянному оптошени къ произве- 
деню ито разбнолий оть доуле друзижь данныть прлмыхь, ‘веть конические 
менее, опиеиниое около четырвуюльниха, образованию этими четырия 
примызиа, 

205. Пусть имЪемъ нфкоторое онредлленное коническое сЪчене, 
описанное около . четыреугольника, уравнешя послфдовательныхъ 
<торонъ котораго таковы: у 
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Уравнене этого коннческаго сЪчен!я будетъ 
1—8 0, 


гдь # иметь нзкоторое опредшлеиное значене. 

Мы всегда можемъ предположить, что # = 1: стоитЪ только при # + 1 
написать уравнене стороны 8 =0 въ видЪ #8 —0. 

Итакъ, пусть уравнене разсматриваемаго коническаго сфченя 
будетъ 


ор -- 80, о... . 805 


Мы можемъ написать его и въ видЪ равенства двухъ отноненй 


гдЪ ^ параметръ, который измфняется съ переходомъ’отъ одной точки 
коническаго сЪченя (301) къ другой. 

Такимъ образомъ, вволя этотъ перемфнный параметръ ^, мы 
можемъ замфнить одно уравнен!е (301) двумя 


в—)3=0,  8— 


0 ее (02 


Каждое изъ послфднихъ уравненй при измфнени ^ оть — © 
до + <> представляетъь пучекъ прямыхъ, причемъ всЪ прямыя перваго 
пузка проходятъ черезъ точку пересфчея 4 прямыхъ 


0, 3—0, 


март. 114. 


356 


а всВ прямыя второго пучка черезъ точку пересфчешя В прямыхъ. 


, 1=0 


8 


{см. черт. 114); точки А и В пазовемъ центрами пучковъ. 

Легко видфть, что каждой прямой перваго пучка соотв тствуетъ 
одна и только одна опредфленная прямая второго пучка, соотв тствую- 
зщая тому же значению параметра ), и наоборотъ. Эти соотвфтствую- 
ния прямыя назовемъ соотозанемоениыии аунали нашихЪ пучковъ, 

Очевидно, что координаты точки пересзченя № двухъ какихъ- 
либо соотвфтственныхъ лучей, удовлетворяютъ уравненно 


получаемому пзъ уравнешй (302) путемъ исключешя параметра *. 

Такимъ образомъ, приходимъ къ слфдующей интересной теорем: 
зоометрическима мъетомь точень перееьченГн ивуть прямолтпнейныхь пумковь, 
нигодиинтел 00 взенмно-одиозниинолоь соотатиетейт, слутавиь коническое 
сплин, пролодящее черезь наз центры. 

Замфтимъ, что Фа зучка прамихь. ниходиниехен во вигмно-однознач- 
номь собпильтетоа, послть низине проекиивныхь пучков. 

206. Предположимъ теперь, что въ уравиен:и (297) прямыя 


3=0, — 2==0 


стремятся къ совпаден!о, т. е., что точки - 
соотвфтственно съ точками А; и 4. 
Въ предлЪ, когда прямыя 


и А, стремятся къ слянно 


(303) 


Это уравнеше, по прежнему, при всевозможныхъ значешяхъ А 
будетъ уравнешемъ коническаго сфченя. Нетрудно видфть, что, ка- 
ково-бы ни было #, всв эти коническы сфчешя будуть касаться 
прямыхъ 


въ точкахъ пересфчешя этихъ прямыхъ съ прямой 8 , носящей 
назваше орды кисищя (церт. 115}. Въ самомъ дфлЪ, пайдемъ точки 
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пересвченя одной изъ прямыхъ а =0, 1==0 съ любымъ изъ кони- 
ческихь сфченй (303). Координаты `этихь точекъ пересфченя опре- 
длятся изъ уравнешй 


«0, 


Такъ какъ уравненя 


а = 


1-й степени, то отсюда видимъ, что прямая « = 0 пересфкаетъ кривыя 
пучка (303) только въ одной точкф, представляющей точку перес%- 
чешя прямыхъ 


р 


другими словами, прямая я == О` касается всЪхъ кривыхъ (303) въ точк® 
пересфченя этихъ кривыхъ съ прямой 3 ==.0. 

Основываясь на только что сказанномъ, можно доказать. слЪдую- 
щую теорему: произведене разетотий любой точки коничевкаю  стче- 
ия одь двуто пака либо пасительныхь кз пему неходитея въ по- 


п, ПШЕБОРСК И, АКАДИТИЗ. ГЕЯМЕТВИ а 


258 


етолнномь отношении къ квадрату ся разетольёл оть  соотвьытетву- 
цой хорды касаея. 
Доказательство это предоставляемъ найти читателю, 


207. Обратимся еще къ уравненйю (303) коническихь с®ченй, 
касающихся прямыхъ 


= 0 


и имъющихъ хордой касашя прямую 3 =0. 

Допустимъ, что послдняя хорда удаляется на безконечность, 
т. е. представляеть безконечно удаленную прямую. Какъ извЪстно, 
за уравнеше безконечно удаленной прямой можно принять уравнеше 
С —=0, гдЪ С н$которая постоянная, отличная отъ нуля. 

Поэтому, полагая, что въ уравнени {303) 3 обращается въ по- 
стоянную С, получимъ уравненте пучка коническихъ сЪчешй, касающихся 
прямыхъ 


Е 


на безконечиости. Уравнене это будетъ вида 


С 


или 


гдЪ й какая угодно постоянная. 


Такъ какъ прямыя, касающйяся конпческаго сфченя на безко- 
нечиости, носятъ назване асимптотъ, то, слдовательно, прямыя 


«= 0, 1=0 


будуть представлять асимптоты этихъ коническихъ сфченй. 
Вь частности, если за прямыя 


а-=0, 


приняты оси координатъ, то уравнеше коническихь сфченй, имЪю- 


щихъ асимптотами оси координатъ, будетъ вида 


результать намъ уже извфстный. 


Когда А: 0, это уравнеше представляетъ гиперболу, а когда #==0, 
оно представляеть уравнеше пары прямыхъ, именно, осей координатъ. 
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208. Разсмотримъ теперь такую задачу: даны два коническая съьче- 
эл 


д 2 Вау бе 20» 28 Р=0, 
Ак Вту-- Су В я--ЕуР= 


эпребуотся найти точки ихь перевьменан, 
Для нахождешя ‘этихь точекь нужно рФшить уУравненя (304), 
Какъ извЪстно, два уравненя 2-й степени съ двумя неизвъстными 


имфють, вообще, четыре пары рЫшенйй (1, 93), (2, 54), (и 9з), (95 ий), 
дЪйствительныхь или мнимыхъ. 


. (304) 


Такимъ образомъ. приходимъ къ заключенно, что два коничееня 
чечещи, вообще. перееькаютсв 85 четыреть точкажь, дъйствительиить 
или минмыхь, равлиитыгь или совпадающияь. 

Въ случаЪ совпадешя двухъ какихъ-либо изъ этихъ точекъ 
разсматриваемыя коничесюя сфчешя касаются другъ друга. 

209. Разсмотримъ теперь исключен я изъ этой теоремы. Допустимъ 
сперва, что оба разсматриваемыя коническмя сфчемя представляютъ 
пары прямыхъ, причемъ об пары имфютъ общую прямую; тогда 
уравнен!я {304} представятся въ видЪ 


{ах Ру 8) (а= ву а) =0, 


(ав +5 в) (ав уе) =0. 


Точками пересфчешя этихъ паръ будуть: съ одной стороны, ось 
точки общей прямой 


аа фу-+е=0 


и, съ другой, точка пересфченя прямыхъ 


аЕРыу-е, , Ну 


Переходимъ ко второму исключительному случаю. 


Пусть въ уравнейяхъ (304) коэффищенты при членахь 2-го 
измфреня пропоршональны между собою, т. е. 


= еее. 80) 


это имфетъ м$сто, напримфръ, тогда, когда эти уравнешя предста- 
вляютъ два круга. 


Не нарушая общности можемъ въ разсматриваемомъ случа% 
написать наши уравненя въ видЪ 
42 + ЗВху + Су тре ЗВУК 


(а... 805) 


Д--Виу Су? + ра -- 28 у + Г == 


При рьшени этихъ уравнешй замънимъ одно изъ нихь эквива- 
лентнымъ уравнешемъ, которое получимъ, вычитая изъ перваго ура- 
внешя второе. Тогда вмфсто системы уравнен!й (306) будемъ имБть 
эквивалентную съ ней систему 


+2 Вки -- Су 4 Эд» -- 24 Р= 
22-2 (Е-- №) и 


состоящую изъ одного уравненя коническаго сзчешя и одного ура- 
вненшя прямой. 

Ръшая эти уравнен!я, получимъ 49» точки пересъчешя кри- 
выхъ (306). 

Здьсь однако имфемъ только кажущееся противорь\е съ общей 
теоремой. ДЪйствительно, нетрудно видЪть, что хривыл (306) напькиь 
одинаковыя  аспминноиниесия  паправленя, а, слъдовательно, онь пере“ 


з бошонсяио-удазевныхв зпомтать, полиаиигь 


свякотся межйу собою 85 08} 
на нь аснмттомаст, 

Итакъ, принимая во вниман!е и эти безконечно-удаленныя точки, 
видимЪ, что за исключенемъ перваго случая, разсмотрннаго въ этомъ 
$-В, теорема $ 208 справедлива. 

210. Положимъ теперь, что уравненя (304) представляютъ кони- 
ческя сЪченя, пересфкающяся въ четырехъ точкахъ. Обозначимъ 
лЪвыя части этихъ уравнешй черезь Ги /\ и разсмотримъ уравнен& 


Жи, о... 8% 


тдЪ Хи в каюя угодно числа, не равныя одновременно нулю. 
Уравнене (307) при всЪхъ подобныхь значеняхъ >. и у предста- 
вляетъ коническое сфчен!е, за исключенемъ случая, когда кривыя 


0, „п=0 


пересЪкаются въ двухъ точкахъ на безконечности; въ этомъ послд- 
немъ случаЪ, такъ какъ имъютъ мфсто соотношен я {305}. то при зна- 
ченяхъ }. и 2. удовлетворяющихъ условйо 
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уравнен!е (307) обращается въ уравнене прямой 
2 (4.2 -- АП!) +2 (АЕ — АВ)У-АЕ- АВ = 0. 
Оставляя въ сторон этотъ случай, видимъ, что уравнеше (307) 


представляеть унекь хонниескижь стисёй, прогодни череза 4 точки 
терееъчейя конамескить сьнонй 


#0, = 


При „=0 это уравнеше обращается въ #=0, при 7—0 въ 
{1 ==0. Полагая Х отличнымъ отъ нуля, можемъ представить уравне- 
нее (307) въ видь 


= 


{3087 


тДЪ = - . Для полнаго опредЪлен!я какого-либо коническаго сЪче- 


>= 


ня, принадлежащаго разсматриваемому пучку, нужно задать еще одно 
услове, изъ котораго можно было бы опредфлить параметръ #. 
НапримЪръ, можно было бы задать пятую точку, черезъ которую 
должно проходить разсматриваемое коническое сЪфчеше, или задать 
одну какую-либо его касательную, или поставить услов{е, что оно 
представляеть параболу, и т. п. ` 
211. Если предположимъ, что каждая изъ кривыхъ 


0, й=0 


представляетъ пару прямыхъ, т. е., что эти уравнешя можно напи- 
сать соотвфтственно въ видв 


ГДЪ 2, в, 1, 8 многочлены первой степени, тогда уравнене (308) при- 
меть видъ 


и представить пучекъ коническихь сченй, описанныхъ около четыре- 
угольника, уравнешя послфдовательныхь сторонъ котораго будуть 
соотвфтственно 


ч==0, 8=0, + =0, 8—0. 


Такимъ образомъ, приходимъ къ уже извфстнымъ намъ резуль- 
татамъ. 
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212. Пусть теперь имфемъ треугольникъ, стороны котораго заданы 
уравнен!ями 


черт. 11%. 


Нетрудно убфдиться. что уравнене 


.... 809) 


гдЪ, по крайней мЪрЪ, два изъ чиселъ ^, в, х отличны отт нуля, пред- 
ставляетъ коническое сфчене, описанное около даннаго треугольника. 
Дъйствительно, координаты вершинъ треугольника (черт. 116} удо- 
влетворяютъ; координаты .! уравнеямъ 


&=0, 


координаты 4». уравнеямъ 


откуда видимъ, что эти координаты удовлетворяютъ и уравненйо (309) 
пр всевозможныхь значеняхъ 2, в, у. 
Если положимъ, что 240, то уравнеше (309) можно написать 
вЪ видЪ 
а из, ИЗ, == 


уе. 89) 
ГДЬ 
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Для полнаго опредфленНя какого-либо коническаго сфчен!я, при- 
надлежащаго сиязкь (310), необходимо задать два условя, изъ кото- 
рыхъ мы могли бы опредЪлить параметры Хи ?. 

213. Воспользуемся методомъ сокращенныхь обозначенй для 
доказательства двухъ чрезвычайно важныхь теоремъ, именно теорелу 
Паскаля в теоремы Буртаншона, 

Предварительно, однако, сдълаемъ слздующее замЪчан!е, 

Пусть имфемъ нфкоторое уравнеше »-ой степени относительно 
координатъ г, у 


ели (91) 


допустимъ, что этому уравненйо удовлетворяютъ координаты веть 
точекъ нфкоторой кривой степени рн 


У, И==0. 


Очевидно, что при этомъ предположении уравнеше (811) должно 
представиться въ вид» 


в, = (3). (3) =0, 


ГДЪ в (2, у} многочленъ степени в—р относительно и у, и, слЪдова- 
тельно, уравнене (311) эквивалентно двумъ уравненямъ 


зв и= ы (. 9) 


соотвфтственно степеней ви ®— р. 

Итакъ, если уравиене иъкоторой кривой п-ой степени удовлетио- 
рлется координатами вето точекь иткоторой кривой степени р < п, то 
эта кривая п-ой степени распадается на двъ кривыл степеней рит—р. 

214. Приступимъ теперь къ доказательству теоремы Паскаля, 

Какъ извЪстно, пяшь произвольно взятыхь точекь вполнВ опре- 
дьляютъ коническое сфчене, слфдовательно, шесть произвольно’ взя- 
тыхь въ плоскости точекъ, вообще говоря, не лежать на одномъ 
коническомъ сфчени. 

Иначе говоря, для того, чтобы шесть точекъ лежали на одномъ 
коническомъ сфчени, эти точки должны удовлетворять н$которому 
спещальному условно. 

Такое услове и дается тебремой Паскаля. 

Возьмемъ на какомъ-либо коническомъ сфчеши шесть произ- 
вольныхь точекь \,В,С,Р,В,Е (черт. 117). Соединимъ эти точки прямыми 


26+ 


Е И) 


черт, 117. 


18, ВС, Ср, БЕ, ЕЁ. ГА; полученную такимь образомъ фигуру 
АВСПИЫ! назовемъ вписаннымь 65 коничеекое съчее шестануюльникомь 
го сторонали АВ, ВС, СБ, БЕ, ЕЕ, ЕА и вершинами А, В, 6, 0, №, К, 
Всякя друмя прямыя, соединяюция эти точки между собою, за исклю- 
чещемъ сторонъ, назовемъ дзюналям этого шестиугольника, 

Иропишоположными сторонами его назовемъ такя, между кото- 
рыми находятся дв послЪдовательныя стороны; такимъ образом“, 
противоположными сторонами будутЪъ стороны: 1) АВи БЛ 2) ВСи 
и 3) СР и Кд. Уравнешя сторонъ АВ, ВС и СР пусть будутъ 
соотвФтственно 


а уравненя противоположныхь имъ сторонъ РЁ, ЕЁ, ГА 


в! =0, Ф. = 0, 


Пусть кромЪ того «=0 представляеть уравнеше магонали АЛ. 
Наше коническое сфчене можемъ резсматривать какъ описанное 
около четыреугольника -180С4) со сторонами 


и: =0, и:=0,, — из=0, в =0, 


а потому оно напишется {см. 8 201) въ видЪ 


р: ини, о. 81 


ГдЪ 2 имфеть н%которое опредъленное значене. 


Съ другой стороны, наше коническое сфчене мы можемъ раз- 
сматривать какъ коническое сфчеше, описанное около четыреуголь- 
ника АДЕЕ с0 сторонами 


0, №50, 


а потому его уравнеше можемъ написать въ видЬ 


ве 


м еее. 819) 


гдф в нькоторое опредфленное число. 

Составимъ теперь новое уравненше такимъ образомъ: перемно- 
жимъ между собою многочлены, стояние въ лфвыхъ частяхъ уравне- 
ний (312) и (313, и приравняемъ ихъ произведеше многочлену, пред- 
ставляюшему произведене правыхъ частей тфхъ же уравненй. 

Тогда получимъ уравнене 


уравнене это 4-ой степени, такъ какъ Нь, Иъ НН гы ©. 
члены 1-й степени. 


г много- 


Очевидно, это уравнене удовлетворяется координатами точекъ, 
удовлетворяющими уравненямъ (312} и (313), т. е. координатами точекъ 
нашего коническаго сЪченя. 

Если напишемъ наше уравнене въ вид 


(они. 


— Ана ю 


то замЪтимЪ, что оно распадается на два уравнешя 


е==0, ШИ Из ва -- Ар 


(314) 


первое изъ нихъ предотавляеть уравнеше д!агонали А), а второе 
представляеть кубическое уравнеше. 

Но, такъ какъ оно должно удовлетворяться координатами всЪхъ 
точекь нашего коническаго сЪченя. то оно должно распасться, 
какъ это мы показали въ предыдущемъ $-Ъ, на два уравнешя: уравне- 
ве коническаго сфченя и уравнене нфкоторой прямой Л. 7. 
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СлЪдовательно, если координаты какой-либо точки, не лежащей 
на разсматриваемомъ коническомъ сфчени удовлетворяютъ уравненго 


вм: ив — 


рву а, с... (815) 


то эта точка лежитъ на прямой Г. Г. 

Теперь нетрудно видЪть, что уравнеше (315) удовлетворится 
координатами точекъ пересфченя прямыхъ: #1 =0 и м ==0, и. =0 и 
0, и. =0 и 3=0, т. е. точекъ пересёченя двухъ какихъ-либо 
противоположныхь сторонъ нашего н:естиугольника. 

Какъ нетрудно видЪть, эти точки не лежать на коническомъ 
‚СВченш, а, слЪдовательно, всЪ онф лежатъ на прямой Г, Г. 

Такимъ образомъ, мы и приходимъ къ эморем»ь Наскали: точки 
зереетчейя трель парь противоположных  сторонь любо вписано 
8$ коническое съчеие тестизтольники лететь на одной прямой. 


а 


Эта прямая носить назване прямой Миекияя для даннаго шести- 
угольника. 

215. Положимъ теперь. что точка Ё движется по коническому сЪче- 
нию, стремясь къ слянйо съ точкой -1. Въ предвлЪ, когда точка Г сов- 
падеть съ точкой ‚1, сторона №4 шестиугольника обратится въ каса- 
тельную, а самъ вписанный шестиугольникъ обратится во вписанный 
пятиугольникъ АВСОЕ (черт. 118}. 


черт. 118. 


Противоположныя стороны шестиугольника ЛВ и ОЕ, ВС и ЕР 
обратятся въ иесмежных стороны пятиугольника, а сторона РА, про- 
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тивоположная сторон® СО, обратится въ касательную въ вершин® Л, 
противоположной сторонф СР. Такимъ образомъ, приходимъ къ сл®- 
дующему видоизм8неню теоремы Паскаля: точки переспчемя двутъ 
ларь несмежныхть союронь любого пявецпольника, вписаниао вё кони 
ческое спмене, лежать на одной прямой сь точкой первевчешл пятой 
стороны съ касательной кз коническому спметю, проведенной въ про- 
ринвотоложной ей верлинииь. Эта прямая тоже носитъ назван прямой 
Цаскаля для даннаго пятиугольника. 


216. Если и точка С, двигаясь по коническому  свченпо, 
сольется съ точкой 7, то тогда нашъ пятиугольникъ обратится’ во 
вписанный четыреугольникъ, для котораго иметь мЪсто слфдующая 
теорема: в0 всякомь впиеанномь вп коничеекое съчеие чет ыреурольникь 
деь зночки переевиея дзуть прозывоположныхь сторонь лежать па 
одной прямой съ`двумя зночками  пересцчен  коевлельныхь, проведенныхь 
85 противоположныхь вернитать. 


217. Наконецъ, если предположимъ, что двЪ вершины вписаннаго 
четыреугольника сольются, то придемъ къ слфдующей теорем: вв 
венкомь прерольиикь, вписниномь её конимеское съчее, тру точки 
перосьныйн каждой стороны 65 касазиельной чё проливоположной вер- 
зиниь делиетиь на одной прямой. 


218. Примфнимъ теорему Паскаля для построешя сколькихъ. 
угодно точекъ коническаго сфчешя по пяти даннымъ его точкамъ. 


Пусть намъ даны пять точекъ |, В, С, О, Е (черт. 119). 


черт. 119. 


Проведемъ черезъ точку 4 какую-либо прямую АК и постараемся 
найти на ней точку /, лежащую на коническомъ сфчени. Стороны 
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АВ, ВС, СБ, РЬ и АБ представляють стороны вписаннаго шести- 
угольника. шестую вершину котораго мы ищемъ. Для построеня 
прямой Паскаля для этого шестиугольника имемъ двЪ точки; точку Р; 
пересвчейя противоположныхь сторонъ АВ и ВИ и точку Р, пере- 
сЪченя противоположныхь. сторонь СЭ и АК. Построивши прямую 
Паскаля Р.Р», соединимъ точку Ё съ точкой № пересфчешя прямыхъ 
Р.Р, и ВС; тогда точка Е пересъчешя прямой №Р, съ прямой АХ 
и будеть искомой шестой вершиной  шестиугольника’ АВСРЕР, 
вписаннаго въ коническое сфчеше, которое проходить черезъ пять 
данныхъ точекъ А, В, С, 2, Е. 

Очевидно. при р5шени разсматриваемой задачи всз построешя 
производятся при помощи одной линейки. 

219. Дадимъ еше одно приложеше теоремы Паскаля. 

Пусть намъ дано коническое сФчене и требуется построить въ 
данной его точкв 21 касательную. 


черт, 140. 


Построимъ какой-либо вписанный въ данное коническое сфчен 
н1е пятиугольникъ, одна изъ вершинъ котораго находится въ точкЪ 
А. Пусть это будеть пятиугольникь АВСОЬЕ (черт. 120). Построимъ 
для него прямую Паскаля, проходящую черезъ точки Рги Р, пере- 
сфчешя несмежныхъ сторонь АВ и РЕ съ одной стороны и ВС и 
АВ съ другой. Соединяя теперь точку 4 съ точкой Р», пересфчемя. 
стороны СД съ прямой Паскаля Г, Р., получимъ искомую касатель- 
ную АР.. 
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Какь и для рфшеня предыдущей задачи, мы пользуемся здЪсь. 
только линейкой 

220. Докажемъ еще одну чрезвычайно интересную теорему Булан- 
они. 

Предварительно, однако, выведемъ одно свойство поляры по от- 
ношенйо къ какому-либо коническому сЪченпо. 

Какъ извЪстно, чоиярой нфкоторой точки (хи) по отношенно къ. 
коническому сЪченио называется прямая, проходящая черезъ точки 
касашя касательныхь къ коническому съченю, проходящихъ черезъ 
точку (7, №). 

Если имЪфемъ центральное коническое сЪчене 


то полярой точки (2, \.) будетъ (см. 5 168) прямая 


Вы и... 8 
< = 
въ случаъ параболы 
= 2х 
полярой точки (2, у,) будетъ (см. 8 174} прямая 
и рети) = 0... . (917) 


Возьмемъ какую-либо точку (ху!) на полярЪ (316), тогда имъемъ 
тождество 


а фот 
в? 202 


2... 818} 


Если теперь напишемъ уравнеше поляры точки (22, 1} 


то изъ тождества (318} заключаемъ, что эта поляра проходитъ черезъ. 
точку (2, /»). 
Совершенно аналогичнымъ образомъ убЪфждаемся, что поляра 
любой точки, взятой на полярЪ (317), проходитъ черезъ точку (2, #}- 
Итакъ, подяра любой точкн, ватной на какой-либо прилюй, проходить 
черезз полюсъ этой прямой. 
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Иначе говоря. вода минелт рядь точекь, лежещить на какой-либо 
прямой, сто изжь поляры прогодить  черезь тыосо зной примой, зи. в, 
пересъкаются ва одной точкть, 

221. Посл этихъ предварительныхь замбчанй переходимъ къ 


доказательству мворены Бршнтони: прямыя, собдивтония проптионолож- 
тия верны овнеиниие около копичоетиою счет я шеспиууюльнихо, пересу- 
канинея в» одтой поить. Точка эта носитъ назване почин Браитона 


для даннаго шестиугольника. 

ЗдЪсь описаннымъ шестиугольникомъ наззвемь фигуру, обра- 
зованную какими-либо шестью касательными, взятыми въ опредфлен- 
номъ порядкф, а противополомтььии вершинами назовемъ такя, между 


которыми на периметр шестиугольника находятся двВ послфдова- 
тельныя вершины. 


черят. 121. 


Пусть имфемъ описанный около коническаго сЪченя шестиуголь- 
никв АВОШЕЁ ‘черт. 121}. Пусть А'А’С"Г’ЕР представляеть вписан- 
ный шестиугольникь, вершинами котораго служатъ точки касаня 
сторонз описаннаго шестнугольника. Какз нетрудно видфть, вершины 
этого посльдняго многоугольника 4, В,С, О, Е," представляютъ со- 
отвфтственные полюсы сторон 4’В', В'С', С'Г’, РЕ, ЕР, РА’. 

По теоремЪ Паскаля точки пересфчешя противоположныхъ сто- 
ронв А'В и 0’, В" и ЕР, СТ’ и КА! лежать на одной‘ прямой 
Паскаля, слдовательно, поляры этихз точекъ пересфченя проходятъ 
черезъ полюсъ прямой Паскаля. 
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Но точка пересъчемя прямыхь А'А’и П'Е лежить, какъ на 
прямой А'В’, такъ и на прямой Г’Е', слъдовательно, ея поляра про- 
ходить черезъь точку А-—полюсъ прямой Д’В’ и черезъ точку 2 — 
полюсь прямой Л’ Л’, т. е. представляеть д!агональ АР. Точно та- 
кимъ же образомъ убфждаемся, что полярами точекъ пересЪченя пря- 
мыхъ В’ и ЕЁ, ОР’и МА’ служатъ соотвЪтственно д!агонали 
ЬЁ и СГ. Такимъ образомъ, теорема Бр!аншона доказана; замфтимъ 
что теорема Браншона даетъ услов1е, при которомъ шесть прямыхъ 
касатотся одною коническаго сфченя, 

Предполагая, что двЪФ сторовы описаннаго виестиугольника сли- 
ваются, приходимъ къ теорем во больомь пятиуюльмеиль, опиеаннольь 
около пошичеекаао съченл, прямал, всоединтощая одну изъ веринииа сё точкой 
хаваия противоположной ` стороны, прожодить черезз точну пересьмени 


9вухь дипоналей, поединяниегв двь остальвыя вершить. 

Наконецъ, если двЪ пары сторонъ описаннаго шестиугольника 
сольются, то тогда прилемъ къ теоремЪ: во велкомь метыреуюльникть, 
опиопиномь около поническазо опмейя, торды касамн противоположныхь 
зторонь проходятз через точку перестченя б1елоналей 

Доказательство этихъ теоремъ, чрезвычайно простое и основан- 
ное на переходЪ къ предЪлу въ теорем Брианшона, предоставляемъ 
читателю. . 

Точно такъ же предоставляемъ читателю на основаши теоремы 
Браншона рёшить двв слЪдующя задачи: 1) по пяти даннымь каса- 
тельнымь ка коничесному еъчению построить какос-уодно исяо касатель- 
зыхё кз нему и 2) по данныма плти касательнымь из коническому стченйо 
построить каков-уодио число ею 1нонея»ь. Оба эти построевя произво- 
дятся при помощи одной линейки. 


ГЛАВА МИ. 
Методъ координатъ въ пространствЪ. 


222. Приступая къ изложенйо геометри въ пространствЪ, мы 
прежде всего покажемъ, какъ можно опредфлить положене точки въ 
пространств$. 

Припомнимъ, что положеше любой точки М въ плоскости опре- 
дфаяется задащемъ двухъ чисель, коорлинатъ точки, которыя пред- 
ставляють мЪры проекшй на двф выбранныя прямыя, оси коор- 
динатъ, ошрюзха. чзоьюниио пачило въ пабтонииой точь пачаль гоорди- 
Иезль, а понеца 56 данней зночкь 51. 

Аналогично этому, для опредьленмя положения точки въ про- 
странствЪ  поступимъ слфдующимъ образомъ: возьмемъ три какя- 
либо пересъкающияся въ одной точкз прямыя Ох, Оу и 02 (черт. 122), 


мерт. 129. 


носяпя назване осей хоординаи, и дадимъ этимъ прямымъ опредф- 
ленныя иаправленя. Соединяя теперь любую точку 4! пространства 
съ точкой пересфчешя осей координать (), носящей назване наче 
координать, получимъ нфкоторый отрзокъ (4041); проектируя этоть 
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отрЪзокъ на каждую изъ осей параллельно плоскости, проходящей 
черезъ дв остальныя, найдемъ три проекши отрфзка (0), мёры 
которыхъ 

Ка, О-В, ОМ==е 
выражаются  нфкоторыми  положительнымй или отрицательными 
числами, въ зависимости отъ того, будетв ли направлеше этихъ про- 
екщй совпадать съ положительнымъ направлещемъ осей или нЪтБ. 

Такимв образомъ, произвольной точкь пространства всегда со- 
отвФтствуютъ три числа, выражающя мфры проекшй на опред$ленныя оси 
координать отрфзка, соединяющаго начало координать съ разсматри- 
ваемой точкой, и называемыя хоерднииниемн этой точки. 

МЪра проекщи разсматриваемаго отрЪфзка на ось Ох, обозначается 
обыкновенно черезв % и носить иазване координаты ах: остальныя 
два числа, представляющя мфры остальныхъ двухъ проекцй, носятъ 
названя координатъ уи #. 

Легко теперь показать, что, наоборотъ, всякимъ тремъ числамъ, 
разсматриваемымъ какъ координаты по отношенйо къ опредЪленной 
систем координатныхъ осей, соотвтствуеть одна и только одна 
точка пространства. 

Въ самомъ дфлЪ, если имЪемъ числа и, В, с, то. откладывая ва 


черт. 123. 


оси +-овъ отрЪзокъ (09.1) мЪры и (черт. 123}, на оси у-овъ отрЪзокъ 
(В) мБры 5, на оси ховъ отрЪзокъ (0С} мЪры с и проводя черезъ 
точки Л, Ви © плоскости, соотвЪтственно параллельиыя. плоскостямъ 
Орг, Отз и Оу, построимъ параллелепипедъ, вершина котораго ЛЁ и 
будеть искомой точкой съ координатами (и, ©, с}; на чертежь. (193) 
координаты точки 1{ таковы, что «< 0, > 0, < 0. 

ЕТ. 18 


А и, ПИББОРСКИЙ, АНАЛИТИЧ. Г 
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Итакъ, если выбрана системи координатныхь осей, то тремь про- 
зыводьнымь числамь, разсматриваемьмь какь три координаты, воотвтьт- 
ствуеть одна зпочуа пространства, и, обратно, каждой точкь простран- 
ства соотвътетвують только три опредъмекный числа, предетавляющёя 
зоординати этой тточеи. Другими словами, между почками простран- 
ства и координатами ть вуществуень взаимно ойнознаниое соозпептетиие. 


223. Замфтимъ, что плоскости, проходяця черезъ двф какя-либо 
оси координатъ, носятъ назван!е илоскостей координать или коорди- 
хатныхь пиоскостей. 


Нетрудно видфть, что плоскости координатъ дфлять все про- 
странство на 8 частей, причемъ въ зависимости отъ того, въ какой изъ 
этихъ частей лежитъ данная точка, координаты ея будуть имфть тв 
или друме знаки. 


Такъ, если за положительное направлене осей координатв при- 
мемъ направлен я (/, Ом, (д: (черт. 124), то для точекъ, лежащихъ, на- 
примЪфръ, внутри триграннаго угла (/хуз, вс координаты (2, у, 2) будуть 
положительны; для точекъ, лежащихъ внутри триграннаго угла (муз 


перт. 124. 


координата у отрицательна; для точекъ, лежащихь въ тригранномъ 
углЪ Ожу’=, всЪ три координаты: отрицательны и т. д. 


Если углы, подъ которыми пересфкаются оси координатъ, прямые, 
то система координатъ носитъ назван! прдмоуюльной системы ко- 
врдннать. 


Въ этой системв каждая ось перпендикулярна къ координатной 
плоскости, проходящей черезъ дв друмя оси. 
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224. Замътимъ, что для построешя точки по координатамъ (я, у,2 
можно не строить параллепипеда, какъ это мы дфлали раньше, а 
поступить слъдующимь образомъ: оть начала координать 0 (черт. 
125) на какой-либо оси, допустимъ 0%, откладываемъ отрЪзокь (ОГ) 
мЪры, равной координат д; черезь конець этого отрфзка про- 


водимъ прямую 
| 
2 
у х 
© 
У 


у 


М 
Гл 


черт. 125, 


ТК параллельно прямой Оу и на ней откладываемв отрфзокъ (ЕК) 
мВры у; потомз черезв конецв этого послфдняго отрфзка проводимъ 
прямую, параллельную оси 02, и на ней откладываемъ отр$зокъ (АЛ!) 
мЪры 2. Легко видЪть, что точка М будеть искомой точкой съ 
координатами (=, у, 2). Ломаная {ОГКМ` носитъ назван е координатной 
эомено. 


Нетрудно рфшить и обратную задачу, какъ по данной точкЪ 
построить координатную ломаную, а, слЪловательно, найти и коорди- 
наты точки; для этого изъ данной точки м проводимъ прямую, парал- 
лельную одной изъ осей, положимъ 02; черезъ точку К пересвченя 
ея съ плоскостью Ожу проводимъ прямую параллельно оси Оу до 
пересЪченя ея съ осью Ох въ точкВ Г, тогда координаты точки М 
будуть 


х=0  у=ТК  2=БМ. 


225. Пусть мВры проекцщ какого-либо отрЪзка (014) натри оси Ох, 
Фу, Ог будутъ соотвЪтственно;: 
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проводя черезъ точку 1/ плоскости, параллельныя соотвЪтственно пло- 
скостямъ Оуг, Оле, ту, построимъ параллепипипедъь ОКЗРМК’ МТ 
{черт. 126). 

Разсматривая ломаную (ОКМ), видимъ, что (ОМ) есть геометри- 


черт. 126. 


ческая сумма отрфзковъ (ОК), (Ё5). (97) 
(ОМ) = 105+. (КЗ (М)... 819 


Обозначимъ мЪру отрфзка (М) черезь м; лалЪе, обозначимъ 
углы между положительными направленями осей (т и Оу, буи 
0:, (2 и Ол соотвфтственно черезъ (х, у), (у, 2) (и, 2), а углы 
между положительнымъ направленемъ каждой изъ осей Ох, Оу, 02 и 
положительнымъ направлешемъ основашя отрЪзка ((.М) черезв (=, 02), 
{и. 01/), (=, ОМ). За уголь между двумя направленями можемъ при- 
нять любой изъ двухъ угловъ, дополняющихъ. другъ друга до 2. 

Изъь соотношевя (319), по свойству проекций, имфемв 


прОМ = прОК-- прЁ5-}- пруМ. 

Проектируя теперь послЪдовательно на положительныя направ- 
лен!я осей 2, у, зи (021) и беря при этомв прямоугольныя проекщи, 
найдемъ, по свойствамъ прямоугольныхъ проекшй, слъдующйя соот- 
ношения: 

250$ (2, ОМ) -=х 4 усоз (т. у) + 260$ (5, 2), 
#08 (у, ЛА) == жсоз («, у) Ну соз (и, 2), 

{3.0} 
т 03 (2, ЛИ) == д с0$ (т, 2) Ру с0$ (1, = а, 


гих 60$ (1, ОЛ) у 60$ (и, ОПР) 2 0$ (1, 9М), 
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Въ полученныхь выражешяхъ искомыми величинами будуть ги 
хосинуеы угловъ (=, ОМ), (у, ОМ), (г, ОМ), опредфляющихь направ- 
лене г. СлЪдовательно, намъ остается рЪшить уравненя (320) отно- 
сительно этихъ неизвЪстныхз. Для этого множимзв уравненя (320) со- 
отвЪтственно на 2, у, 2 и ки складываемъ, тогда получимз 


Е с сов (м, ОМ | тусоз (у, ОЛА) ггсоз (=, ОЛ) и-=- 
+ 221 с0$ (2, у) + 221 с0$ (х, 2) + 2угсоз (у, 2} -Р гх сз (х, ОМ) 
-Е ху сов (у, ОМ) тг с0з (&, ОМ). 


Произведя сокращен, найдемв слздующее выражене для #*: 


Ну = 


т 2 со$ (=, У} 2: с08 (м, 2) + 25: сз (у, 2). . . (320 


Подставляя это значеше ” въ уравнения (3201, получимъ выраженя 
для с0$ (2, ОМ), соз (у, ОМ), соз (=, ОМ). Намъ остается, слздовательно, 
только показать. что полученныя нами значешя для г и угловъ 
1, ОМ), (у, ОМ) и (=, ОМ) будутъ дЪйствительными; но мы не будемъ 
останавливаться на доказательствЪ этого положешя въ общемъ слу- 
чаЪ, а разсмотримъ только случай. когда оси проекщй взаимно пер- 
пендикулярны, т. е. когда 


АО р=и, 


Выражеше (321) принимаеть въ этомъ случаЪ видъ 


и, 


а выражен!я (320) обратятся въ 


103 (, ОЛА) =, "0$ (и, ОЛ} =, "с0$ (2, 03) 


(322) 


Изъ (322) легко видЪть, что " вещественно и что полученныя 
величины соз-овъ нашихъ угловъ по абсолютной величинз будутъ 
не больше единицы, слЪдовательно, сами углы дъйетёательны, 

Въ самомъ дЪлЪ, напр. изъ выраженя тсоз (2, ОМ) = на- 
ходимъ 


с0$ (=, ОМ) = ту (323) 
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нетрудно видЪфть, что въ правой части выражения {323) абсолютное зна- 
чен!е числителя не больше абсолютнаго значеня знаменателя, т. е. 


— 1 == с0$(=, 04/) == |. 


Подобнымъ же образомъ можно показать, что дЪйствительны и 
остальные углы. Замфтимв, что абсолютное значеше т предетавлнеть 
длину отризка (01/). 

226. Изъ выражен!й (320) легко видЪТь, что умы (2, ОЛГ), (у, Од/) 
и (=, 01!) не произвольны, а связаны между собою нптоторой завиен- 
люепнью. 

Дъйствительно, такъ какъ равенства (320) однородны относительно 
2, у) = иг, то по исключеми отношений 


мы получимъ нЪкоторую зависимость между соз’ами угловз (*, 01/), 
(и, 02Д, (=, ОМ). : 
Мы не станемъ выводить эту зависимость для общаго случая, а 
разсмотримъ частный случай, когда оси проекейЙ прямоугольны. 
Подставляя въ послфднее изъ равенствзъ (322) вмфсто х, у, 2 ихъ 
значешя, опредЪленныя изъ первыхъ трехъ, найдемЪ, что 


-с05? (2, ОЛ) т с03? (у, ОЛ) + т с05? (т, О!) 


или 


с05* (д, ОЛГ) - с08? (у, ОЛ) -+ с05? (2, 041) == 


т. е сумма пвадратовь кобниусовь узловь, образуемыхь любымь напрах 
влешемь сз тремя взашино  перпендикулярнили ниправлешями, равна 
единиц. 

Если обозначимъь для краткости эти углы черезъ а, Зи 1, то 
послЪднее соотношене напишется въ видф 


505 а +- с05° В -- с05 


(324) 


227. Пользуясь только что полученными результатами, легко 
рЬшить слфдующую задачу: опредьлииь разстоние мезеду двумя точка, 
пространства, заданными евонми координатами. 

Прежде чфмъ рЬшить эту задачу, замфтимъ слЪдующее. 

Пусть (черт. 127) имземъ нЪкоторую систему координатъ Отуё и 
дв точки ВВ (=, у, 21), ЛЬ (тн уз, 24). Изъ чертежа видно, что 


(О) = (ОМ, + м 
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черт. 17. 


поэтому | 
прОлЕ, — пролА -- пра Ме. 


Проектируя на какую-либо координатную ось, положимъ на ось т, 
параллельно плоскости 0уг и замЪчая, что по самому опредъленю 
координать 

пр. ОМ =, пр. ОЛ, = <, 
найдемъ 


к 


пр. аа, 


откуда 


пр» АА, Л, == %— 


Аналогичнымъ образомъ получимъ, что 


пруд М, = Уч иь и, пр» == Иа, — а. 


Итакъ, мора проекши отръзка ча какую-либо гоординацию огё при 
проектировани параллельно плоскости, протодящей черезь дз друйя осы, 
равна координезнь ею конца без координаты ею начала. 

Теперь вспомнимъ, что квадрать длйны отрЪзка (1/.4.), заданнаго 
проекщями (Х, У,2) равенъ 


Хз-- Уз- 22+ 2Х Ус03 {х, у) + 2Х7 соз (1,2) Е2У7соз (у, 


подставляя сюда значешя проекшй (Х, Т, 2), найдемъ 


ны 20° + а — 91) (2 -- 20 2 (аз — 2) (8 — 91) с08 (6 9) 
4-2 (2, —21 (2 — 2) с0з (®, 2) +2 (у: — 91) (2, —#1) с0$ (у,2). . (825) 


Если оси координатъ прямоугольны, т. е. 


то 


(> — ве + (у 


{3726} 


Итакъ, ва слущиь прямоуольной енетемы хоординать разстояше между 
Эвуия тоиками равно корню квадретиому изв суммы квидризновь ‘разностей 
гоотаъиетвениыхь координинь данныхь точек, 

228. Такъ же просто рЪшается знакомая намъ изъ геометр!и на 
плоскости задача о Оъаени отризка в данномв отиюненйи, 


2 М 


перт. 128, 


Рьшенше ея совершенно аналогично тому, какое мы имфли въ 
плоскости, а потому мы дадимъ лишь окончательные результаты 
(черт. 128). Пусть данныя точки М и М, имЪфютъ координаты 
{71.9,2), (г, 9.2). Обозначимъ координаты точки М, лежащей внутри 
отрЪзка (М, М.) и дълящей его въ отношени 


черезъ (2‚у,2); тогда найдемъ, что 


— пм - в 
Е 


{327) 


Аналогичныя выраженя получимъ для у и 2. 
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Вели точка М лежитъ внф отрЪзка (11 ЛР, то ея координаты 
будутъ выражаться слфдующимъ образомъ: 


РН НР р и --- вы 
т — М * т — #0 Эн — в 


какъ эти выражен!я, такъ и выраженя (327) можно представить въ 
вид 


‚а 2"... (328 
ТА ТЕ 928) 


Замфтимъ слЪдующуй интересный частный случай, когда точка 
д 


В А 
М дълитъ отрЪзокъ (1/.1/,) пополамъ, т. е. когда отношеше. = 1; въ 
7 


Ы] 


этомъ случав координаты точки 4/ будуть 


Ве РИ 23 


= 5} , 
2 2 


229. Займемся теперь ръшеншемъ весьма важной задачи: опредь- 
лить поль между Чуия данными напринилияалит. 

Возьмемъ прямоугольную систему координатъь и проведемъв пря- 
мыя 0Ги ОГ, (черт. 129). имфющия данныя направлен!я; уголъ между 


> 
черт. 129. 


этими направленями обозначимъ черезз Ф. Обозначимъ далфе черезъ 
, 3. у углы, составляемые направлеемъ (Г соотвфтственно съ поло- 
жительными направленями осей Ох, Оу и (=, а черезъ э., В, 1, углы, 
составляемые съ положительными направленями тЪхъ же осей напра- 
влешемъ `ОТ,. 
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Возьмемъ на прямой ОГ какую-либо точку ЛМ (2 у,г) и построимъ 
ея координатную ломаную (ОНКА!) такъ, что 


ОН=а НКУ  КМ=а 


Такъ какъ м, у, 2 представляютъ мЪфры прямоугольныхъ проекщй 
отрьзка (04/), то, обозначая мЪфру отрЪзка (01) черезъ г, найдемъ 


&==750$ ®, ут со В, 8==75081. . . . (329) 

Такъ какъ отрЪзокъ (0М) представляетъ геометрическую сумму 
отрЪзковъ (ОН). (НК), (КМ), то, слЪдовательно, 

пр 03! = прОН+ пр НК-+пркКи. .. .. (330) 

Будемъ проектировать на направлеше ОГ. и притомъ возьмемъ 

прямоугольныя проекщи. 
Такъ какъ мы обозначили уголь между направлешемъ ОГ, и 
ваправлеными Ох, Оу, Оз соотвЪфтственно черезъ 2, 1,1, то на осно- 


ван извфстныхь свойствъ проекщй соотношеше (330) напишется въ 
этомъ случаЪ слЪдующимъ образомъ: 


150852 = 2608 2; 2 {1605 3; * 250$ у, 
или посл подстановки значенй (329) для я, ул 
703 $ = 7с0за. с08 9; + С0$8. с0$ 3, + 7С057. 0571, 
откуда найдемъ, что 
С08 2 — с03а.с08 9; + с058.с0$3, + с051.с08%. . . (331) 


т. © в5 случаь прямоуюльныхь осей координать косинус ума между 
двумя данными направлешлмыи раввиз сумь произведенй по два эгосв- 
иусовъ увловь, воезнавляемыхть гаждымь изь направлен сз одной и пой же 
осью координать. 


а 


Если уголъ © = 


‚ тогда 


2 


6052. С05 9; -— с0$3 .с0$ 3, + 6051. 60$ 11 = 


послЬднее собтношене представляетъ услове перпендикулирновти двуть 
направлейй в  пространствь въ случаъ прямоугольной системы 
координатъ. 
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230. Зная выражеше для с05х, нетрудно найти и выражеше для 
зп. Предварительно, однако, выведемъ одно замфчательное тождество, 
носящее назваше тождества Эйлере. Тождество Эйлера таково: каковы 
бы ни были шесть чисель А,В,С, А‚,В;,С,, они тождественно удовле 
творяютъ соотношению 


++ 03) (А? В? + С) — (Ад, + ВВ, + СО) 
(АВ, — ВА 1}? + (ВС, — СВ)" + (СА, — АС). 


4 


Убъдиться въ этомъ легко, произведя въ лЪвой части указан- 
ныя дЪйствя и группируя затЪмъ по три члена вида 


АВ? — АА, ВВ, + А? (ав — ВА. 


Переходимь къ опредфленно те. Пользуясь извЪстными уже 
соотношешями 


505 2% + с05°3 -- с05?1 =1, С05а; + 0523, Е со$?, == 1, 


можемъ представить выражене для 


Зо ==1 — 6052$ 


ВЪ видЪ 
ЗИРо — 1 — с05*2 — (©0579 -- С9328 -- 6952) (с05?а, > с0528; -- с051;,} — с05° 


но 
6052 =60$9.60$ 9, + с0$3. с058, + с051.С0$ 1, 


слЪдовательно, 


12 @ == (С05? я -- 6052 3+ с05?1) (с05?а, + ©0528, +- сое) — 


— (с08%.с05 9; + 088. с0$ 9, + с0$1. 60$ 11}°. 


Примъняя къ полученному выраженю тождество Эйлера, най- 
демъ, что 


3112 = (С0$4.608 В, — 038, с0$ 91)? -- (053.605 11 — с0$ 7. С05 81)? + 
+ (©0517. 6054, — с05 2.03 11)... ... о, (332 


ПроекШи на плоскость. 


231. До сихъ поръ мы говорили только о проектировани на пря- 
мую. Скажемъ теперь нЪсколько словъ о проектировани на плоскость. 
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Возьмемъ въ пространствЪ н1 которую плоскость = (черт. 130) и нъко- 


м М № 


иерт. 130. 


торую прямую р, не параллельную Этой плоскости. Если черезъ какую- 
либо точку пространства Г проведемъ прямую, параллельную прямой 
р. то точка пересЪфченя т этой прямой съ плоскостью я носитъ наз- 
ваве проекции почки ЛР ия няоскоеть т, называемую плоскостью про- 
веки. 

Если прямая р перпендикулярна къ плоскости =, то проекшя 
носитЪ назване орунюнальной проекшёи. 

Проектируя на плоскость = вс точки какой-либо кривой ДРЛ! 11.4, 
получимъ въ этой плоскости кривую пиирним., представляющую про- 
екцёю первой кривой на плоскость *, 

Наконецъ, если будемь проектировать всф точки части какой- 
либо поверхности, т0 еовокунноеть ижь проекцй чи плоскости п даеть 
намз проеицю этой части повержноету ча тлоехоеть т 


232. Допустимъ, что имфемъ н®которую плоскую фигуру. Если 
будемъ разсматривать ортогональную проекцио этой фигуры на какую- 
либо плоскость =, то между площадями данной фигуры и ея ортого- 
нальной проекщи существуетъ зависимость, вполнЪ аналогичная за- 
висимости между мЪрой даннаго отрёзка и мФрой его ортогональной 
проекши, а именно: и-4ощадь ортозоналацой проекёы плоской фигуры равна 
злощади этой физуры, умноэченией на госииуез алая между плиекостый 
финты и плоскостью прое. 

Намъ достаточно доказать эту теорему только для треугольника, 
Въ самомъ дьлЪ, вся многоугольникъ дагоналями разбивается. на 
треугольники; поэтому, если теорема справедлива для площади тре- 
угольника, то она будетъ справедлива и для площади многоуголь- 
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пика. ДалЪе, такъ какъ всякую замкнутую кривую мы можемъ раз- 
сматривать какъ предфлъ вписанныхъь въ нее многоугольниковъ, то, 
разъ доказана будеть справедливость теоремы для многоугольника, 
она будетъ доказана и для какой угодно плоской фигуры, 


[9 


У 


черит. 191. 


Пусть имфемъ треугольникь АВС (черт. 131} и плоскость. про- 
екщй =. Предположимъ сперва, что одна изъ сторонъ треугольника, 
положимъ 4В, параллельна плоскости проекщй. Черезъ сторону АВ 
проводимъ плоскость параллельно плоскости проекщй и спроектируемъ 
нашъ треугольникъ на эту плоскость (эта проекцы треугольника, оче- 
видно, равна проекщи его на плоскость я). 


Ортогональной проекщей треугольника АВС будетъ треугольникъ 
АВС’. Черезъ прямую СС’ проведемъ плоскость РС’, перпендику- 
лярно къ сторонф 4В; тогда 


м АА вс=^В СВ. 


пл А АВС'= = 


Если черезъ ф обозначимъ уголъ между плоскостью ВС и 
плоскостью проекшй и замфтимъ, что РС’= ЙО созе, то получим 


пл ДАВС = пл Л АВС. с0$ 2. 
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черт. 138. 


Если ни одна изъ сторонъ треугольника АВС не параллельна 
плоскости проекщй, то можемъ всегда провести черезъ одну изъ 
вершинъ его прямую, параллельную плоскости проекцй и пересъкаю- 
щую ипротивоположную сторону въ‘ точкЪ. лежащей между двумя 
другими вершинами. ПримЪфняя къ каждому изъ треугольниковъ, на 
которые разбился данный треугольникъ, доказанную выше теорему и 
взявши сумму проекщй площадей этихъ треугольниковъ, убЪдимся 
въ справедливости доказанной теоремы и для этого случая. 

Такимъ образомъ, наша теорема доказана. Изъ нея можно вы- 
вести слздующее интересное слфдствие. 

233. Пусть имемъ нЪкоторую плоскую фигуру, площадь которой 
обозначимъ черезъ 7; спроектируемъ ее на три взаимно перпендику- 
лярныя плоскости, которыя примемъ за три координатныя плоскости. 
Обозначимъ площади-проекцй нашей фигуры на. плоскости уг, кг, ху 
соотвЗтственно черезъ ДР», Р,, Д:,.Если черезъ (>, 8, 1) обозначимъ 
углы, составляемые перпендикуляромъ къ плоскости нашей фигуры 
съ положительными направлевями осей т-овъ, у-овЪ и 2-овЪ, то углы 
между плоскостью нашей фигуры и каждой изъ плоскостей Офе, От=, 
ху будутъ равны соотвфтственно, какъ это легко видЪть, 


3 или * 


Поэтому, на основаши только что доказанной теоремы, 
р. = 203“, Р,= 1 соз3, р:=- О созт, 


гдЪ знаки должны быть выбраны такъ, чтобы Д., 0,, В» были по- 
ложительны. 
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Возвышая всЪ эти равенства въ квадратъ, складывая ихъь и за- 
мЪная, что а, 8, 1 представляютъ углы, составляемые нЪкоторымъ 
направлещемъ съ тремя взаимно перпендикулярными прямыми, а 
слЪдовательно, что 

соз а -- с0528 -Ё с0521 = 1, 
найдемъ, что 


Р=иБ, 1,1, 


Итакъ, площадь кавой-либо плоской фуры равна корню квадрат- 
золу ‘изз суммы квадреоновь площадей ея ортоональинаь проезий ча три 
вааимно перпендикулярных змосьостте, 

234. Въ видЪ приложешя общей теори рЬшимъ слздующую задачу: 
найши площадь зпреуюльника, поординаты вершинь которазо по от- 
ощенво къ иъкоторой пряморольной сцетемь  координать будуша 
(0, 0, 0}, (2. 9, =), (2, ин 2. | 

Пусть проекщя нашего треугольника ОАВ (черт. 133} на пло- 
скость Оху будеть О4,Б;; координаты вершинъ этого послЪдняго тре- 
угольника по отношеню къ осямь ху будуть 0(0,0}, А; (х,, и) 
В; (хь, уз), а потому удвоенная площадь его (см. $ 60) будеть 


1: ==2 пл. А О.В == (мужи), . . (33) 


[5.У, =) 


перт. #28. 


причемъ знакъ берется такимъ образомъ, чтобы правая часть была положи- 
тельной; аналогичнымъ образомъ найдемъ, что удвоенныя площади проек- 
Ц нашего треугольника на плоскости Оуз.и Оха будутъ соотвЪтственно 


20.= (А 2: — 21), 
.. 634) 
ЗО, = (я, — 4.) 
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а потому удвоенная искомая площадь выразится слёдующимъ образомъ, 


7=У я, 


= 


оу) + (912: — 21 + (а 


Выражения (333) и (334) можно написать въ нФсколько иной 
формЪ, а именно, прибавляя и вычичая въ выражеши для Ш. въ 
скобкахъ поз, и. въ выражеяхь для ПО» и Шу соотвЪтственно по 
дни „ найдемъ 


21: 


о фи (5, — м) 
1 
(и-- 1) |. 


20 == [а (хм 


20 = Ну (2 - 


Замфчая, что а. ..--у, 22-2 представляютъ проекщи 
на осн координать отрфзка АВ и обозначая эти проекщи черезъ 
Х, У, 7, напишемъ послёдшя соотношен!я такимъ образомъ 


2: = ба ТИХ). ЭР Хи 2х +в). 


Если будемъ разсматривать отрёзокъ 11, какъ векторъ, изобра- 
жаюциИй, напримфръ, скорость, ускорене или силу, то Л, }, 2 булутъ 
составляющими этого вектора по осямъ. Какъ извЪстно, удвоенная 
площадь треугольника ЛВО, т.е. величина 27), взятая съ соотвЪт- 
ственнымь знакомъ представляетъ моменть этого вектора относительно 
точки 0. Точно также величины 20., 2Ру, 20. взятыя съ опре- 
дЪленными знаками, въ зависимости отъь направленя вектора АВ, 
представляють моменты этого вектора соотвфтственно относительно 
осей `О2, Оуи 0. 

Такимъ образомъ, рёшене нашей задачи даетъ намъ отвфтъ на 
слвдующ вопросв: найти аналитическя выраженшя моментовъ век- 
тора ‹ относительно трехъ взаимно перпендикулярныхъь осей и ихъ 
точки пересфченыя, если даны слагающщя этого вектора по этимъ осямъ 
и точка приложен вектора. 


Геометрическое значене уравнен!й. 


235. Давая координатамъ х, /,2 всевозможныя значен я отъ — со до- 
--5, мы, очевидно, получимъ вс точки пространства. Если же мы 
установимъ какя-либо зависимости между координатами #2, у, т, то 
тъмв самымъ мы выдфлимЪ изъ всЪхъ точекъ пространства’ нЪкото- 
рыя точки, подчиняюнияся ‘опредфленному закону, т. е. выдЪьлимъ. 
точки, принадлежащ{я нЪкоторому гволетрицескому лету, 
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Между тремя перемънными, вообще говоря, мыслимо не болЪе 
трехь соотношенй. ДЬйствительно, если будемъ имфть болЪе трехъ 
соотноненй, то либо они будуть противорЪфчить другъ другу. либо 
всв они будутв слЪдстыями одного, двухъ или трехъ изъ’ нихъ. 
Такимъ образомъ, въ пространствЪ геометрическое мЪсто можеть 
быть задано: 1) однимъ уравнешемъ /(», у, 2) =0, 2) двумя ура- 
вненями }(л, у, =) =0, {: (1, у, =) =0, 3) или, наконець, тремя 
уравненйми / (=, у, 2) == 0, /1 {2 у, 2) =0, Г, (в, у, 2) =0. 

236. Посмотримъь прежде всего, какому геометрическому мЪсту 
будетъ соотвЪтствовать одно уравненге / (х, у, 2) = 0. 

Предположимъ, что въ это уравнене входятъ всЪ координаты. 


Ръшая это уравнеше относительно =, получимъ конечное или 
безконечное число рЪшенйй вида 


ЗЕЕ (4, 9), 285: (6, 9) .`. 22-9, У. . . с. (335) 


Предположимъ, что уравнеше /(*", у, 2) =0 таково. что функщи 
Ф, ©... непрерывны для всЪхъ значенй (т, и), заключающихся 
въ опредфленныхь предфлахъ. Дадимъ хи у н$которыя опредфлен- 
ныя значеня (1,6) (черт. 134); пусть нЪкоторыя изъ значений 2,2... да 
будутъ дЪйствительными, тогда координатамъ (а, 6, 21). (а, 8, =; 


2 


зврт. 134. 


будутъ соотвфтствовать точки 1 №, ..., лежания на одной и той же 

прямой, параллельной оси г. Точка 1.. лежащая въ плоскости Оху и 

имвющая по отношенио къ осямъ Ох и Оу координаты (а, 9) будетъ 

проекщей всЪхъ точекв М, М, .. на плоскость Охги. Будемъ теперь 

непрерывно измфнять координаты (2, у); тогда точка Ё опишетъ въ 
А, П. ПШЕВОРСКЙ. АНАЛИТНЧ. ГЕОМЕТРАЯ, 19 
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плоскости Оху нкоторую площадь; вмфстЪ съ тЬмъ точки 24, 24,,... 
опишутъ нёкоторыя поверхности. Такимъ образомъ, каждое изъ ура- 
вненй 5 =; (№, у), 85 =. (х, У) ... можемъ разсматривать какъ 
уравнене, соотвётствующее н$которымъ поверхностямъ 5, 8 
Такъ какъ совокупность уравненй (335) эквивалентна одному ура. 
вненио / (х, У, =) =0, то это уравненше мы можемъ разсматривать какъ 
уравнензе поверхности, представляющей совокупность всфхъ этихъ 
поверхностей %,,5.. .. 


Итакъ, празиене между тремя координатами 
ваястз, вообще зоворя, ныкоторув повертнойть. 


у. $ предета- 


237. Положимъ теперь. что въ разсматриваемое уравнеше не вхо- 
дитъ какая-либо одна координата, напримфръ, координата 3, т. е. ура- 
внеше наше имфетъ видъ { (т, /) -=0. 


ПослЪднему уравненпо 45 плоскости ту соотвЪтствуеть нЪ- 
которая кривая К.А (черт. 135} Черезь любую точку этой кривой 
А (в. В) проводимъ прямую, параллельную оси =. Координаты любой 
точки 5/, взятой на этой прямой, будутъ (а. 0, 2). гдЪ = можетъ имфть 


черт. 135. 


всЪ значеШя отъ — сс до {| о2; такъ какъ въ`уравнеше }{ (т, у} =0 
не входить 2, то, слфдовательно, координаты любой такой точки удо- 
влетворяютъ этому уравнекю. Такимъ образомъ, разсматриваемое гео- 
метрическое мЪсто образовано движенемъ прямой, параллельной оси 
2-овъ и проходящей черезъ кривую КАГ; такое геометрическое мЪсто 
представляеть чилинарическую поверхность, образующёя которой парал- 
лельны оси 2. Съчешемъ этой поверхности плоскостью Оу, какъ мы 
видЪли, служитъ кривая КАГ, уравнешемъ которой по отношенйо къ 
осямъ Оз и Оу будетъ уравнеше { (х, у) = 0. 
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Итакъ, если въ уравиен!е поверхиосни ие втодить координииа =, то 
такое уравиеще предетавлнеть нилинориивеную повертноеть образуюния 
хоторой паряллельны осн 2-ойз. 

Ясно, что аналогичныя заключешя можно вывести относительно 
уравненй вида [` (=, 2) =0 или { (у, 2) = 0. 

238. Допустимъ теперь, что въ разсматриваемое уравнене не вхо- 
дять двЪ координаты; пусть, напримЪръ, имфемъ уравнеше { (2) = 0. 


тв К 


х 
@ 
У 1 
черт. 185. 
Рьшая это уравнеше, получимъ 
=—а,, =», 
тдь число ® конечно или безконечно и я’... @и постоянныя 


числа. Всли всЪ эти числа комплексны, то очевидно, наше уравнеше 
не представляетъ никакой дЪйствительной поверхности. 

Допустимъ теперь, что нФкоторыя изъ этихъ чиселъ; положимъ 
чу а, .,. бъ, дЪйствительны. Отложимъ на оси 4-овъ (черт. 136) от- 
рЪзокъ ОА, =, и проведемъ черезъ конецъ его плоскость, парал- 
„лельную плоскости Оуг. Легко видЪть, что для всфхъ точекъ этой 
плоскости координата = равна а\. 

Итакъ, уравнеше х==а, представляеть уравнеше плоскости, парал- 
лельной плоскости Оу. Если мы введемъ въ разсмотрьне и мнимыя 
плоскости, т.е. плоскости, соотвфтствующя мнимому. значенйо по- 
<тоянной а, то можемъ сказать, что уравнеше { (2) == 0 предомавляеиз 
З’равнене совокупности плоскостей, параллельныхь тлоехости Оуг. 

Каково геометрическое значеше уравненй { (у) = 0 и { (2) =0, 
<амо собою ясно. 
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239. Наоборотъ, легко видЪТьЬ, что между координатами точекъ 
любой поверхности, мы должны предположить я риой н$которое 
соотношеще. 

Въ самомъ дЬлЪ, пусть имфемъ въ пространствз нФкоторую по- 
верхность & и нзкоторую систему координатв ху. 

Нусть поверхность эта отлична отв цилиндра съ образующими, 
параллельными оси =. 

Дадимъ координатамъ хи у опредъленныя значеня и черезъ 
точку Г плоскости Оху съ координатами (х.у) проведемъ прямую, 
параллельную оси г. МФра отрфзка этой прямой между плоскостью Ох 
и поверхностью 5 будетъ выражаться опредфленнымь числомъ и 
будетъ измфняться вЪъ зависимости отъ значен!й (1, у); такъь какъ мЪ- 
ра этого отрЪфзка представляеть координату # н%которой точки, 
лежащей на поверхности $, то отсюда заключаемъ, что для точекъ- 
поверхности 5 координата = представляеть н3которую функийо отъ 
гиу. 

Само собою разумЪется, что найти аналитическое выражеше для 
2 черезв хи у, т. е. указать совокупность алгебраическихв операщй, 
которыя нужно произвести надъ х и у для того, чтобы получить со- 
отвфтствуюния значешя =, въ общемъ случаф невозможно, но тфмъ 
не менфе мы должны предположить, что какая-то зависимость между 
х, у, = существуеть. 

Если теперь предположимъ, что разсматриваемая поверхность 
цилиндръ съ образующими, параллельными оси 2-овъ, и что сфчеше 
его плоскостью ху имЪфеть своимъ уравнешемъ 65 эжой плобхоспие 
уравнеше 


у) = 


тогда, очевидно, это послЪднее уравнене представитЪ в» прогзиринетвь 
уравнен{е разсматриваемаго цилиндра. 

Частнымъ случаемъ будеть тотъ, когда цилиндръ обратится въ. 
плоскость. 

Такимъ образомъ, нане утверждене, что всикой попергиовти го- 
отаътетвуетвь нзъкотюров уртвиеще, можетъ считаться доказаннымъ. 

240. Переходимъ къ разсмотрЪнио геометрическихъ мЪетъ, соотвЪт- 
ствующихъ двумъ уравнеямъ 


(т, у, =) = В. в, 2) = 0. 


Каждое изъ этихъ уравненй, какь мы уже знаемъ, предста- 
вляетъ поверхность, слЪдовательно, два этихъ уравнешя представляютъ. 
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теометрическое мЪсто точекъ, общихъ двумъ этимъ поверхностямъ. 
Такъ кэкъ дв поверхности перескаются, вообще, по кривымъ, то, 
хслфдовательно, вообще говоря, два уравнейя 


Рау =0, К (т. у, 


представляютнв и» простраветеь зтъкотор о кривую. 


Изъ общей теор системъ уравневй извЪфстно, что всякая. си- 
стема уравненй можетъ быть замфисна системой эквивалентных съ 
ними уравненй, слЪдовательно, мы можемъ замЪфнить разсматриваемыя 
уравненя безчисленнымъ множествомъ системъ эквнвилешинихь съ 
ними уравнен!й. 


Возможность опредфленя кривой при помощи различныхь си- 
емъ уравненй основывается на томъ, что черезъ данную кривую 
`можемт провести безчисленное множество поверхностей. 


Каждыя лвЪ изъ нихъ мы можемъ взять для опредЪленя нашей 
кривой 

Особенно интереснымъ предстявляется замфна данныхъ уравненй 
уравненями, получаемыми изъ нихъ путемъ исключеня какой-либо 
координаты. Исключая, напримфръ, сперва координату =, а потомъ 
координату у, найдемъ уравнешя 


и (2) = 0, ро (м, = 


Первое изъ этихъ уравнен! представляетъ уравнене цилиндра, 
который проходить черезъ нашу кривую, и образующя котораго 
параллельны оси +-0вЪ; второе уравнене представляеть уравнеше 
цилиндра съ образующими, параллельными оси у-овъ. 

Съ другой стороны, первое изъ этихъ уравнейй можемъ раз- 

<матривать 65 нлоскоеми зу какъ уравнене ‘кривой пересфченя этой 
плоскости съ первымъ цилиндромъ, т. е. уравнене проекити нашей 
кривой на плоскость ху; точно такъ же второе уравнеше представляетъ 
уравнен!е нроемшёи нашей кривой на плоскость ха. 
Всли уравненя ©, = 0, .==0 эквивалентны съ уравненями 1—0, 
0, то эти проекщи вполнз опредфляютъ кривую; если же они 
имъ не эквивалентны. то для полнаго опредфлен!я кривой намъ нужно 
знать ея проекцио и на третью координатную плоскость. 

Замтимъ, что изъ двухъ уравнешй, опредбляющихъ кривую въ 
пространствз. мы можемъ опредфлить двЪ координаты, какъ функщи 
третьей, т. е. представить х и у какъ.функщи 2 


хи).  у=6 
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полагая == (№, ГДЪ в; (1 какая угодно функщя нЪкотораго пара- 
метра (, представимъ уравнения кривой въ видЪ 


ХЕ, у, 0, =, (0; 


здЪсь `ВСЪ координаты точекъ кривой выражены въ функщяхъ одного, 
параметра. Такой видъ уравненй кривой, носящ!й назване параметри- 
чесниио вида, встрЪчается очень часто, въ особенности въ механикЪ, 

241. Намъ остается сказать нзсколько словз о геометрическомъ 
значени совокупности трехъ уравненй 


(ху, =0, Вх.) 


1,5, 


Изъ трехъ уравнешй`съ тремя неизвЪстными, мы, вообще, най- 
демъ конечное или безконечное число дЪйствительныхъь или мнимыхъ 
рьшешй 


вые), быв 


Дьйствительнымъ рышезямъ будуть соотвЪтствовать опредЪлен- 
ныя точки пространства, мнимымъ же не булетъ соотвЪтствовать ни- 
какой геометрическй образъ. Вводя тЪмъ не менЪе въ разсмотръие 
и мнимыя точки, т.е. точки съ мнимыми координатами, можемъ 
сказать, что три уравнения сё тремя пензвьетиниий зредетаваляють с0в0- 


вупиость дъйетичюнельныхь и инилныхь точекь пространства, дискретио. 


расположенных, 


Классификащя поверхностей. 


242. Въ аналитической геометри въ пространствЪ, какъ и при 
классификащи кривыхъ въ плоской геометр!и, въ основу классифика- 
ши поверхностей положена классификашя уравненй, соотвЪфтствую- 
щихъ этимъ поверхностямъ. Такимъ образомъ, поверхности раздфлимъ 
на пиобранческя и зирансненденииыя въ зависимости отъ того, будутъ-ли 
уравнешя ихъ алгебраическими или трансцендентными; въ первомъ 
случаф всегда будемъ предполагать, что уравнешя эти освобождены 
отъ радикаловъ и знаменатёлей, т. е. представлены въ видЪ равенства, 
нулю нЫкоторыхъ полиномовъ. Смотря по степени послЪфднихъ, 
алгебраическия поверхности дфлятся на поверхности разныхъь сиененей 
или порядкове. 

Подобно тому, какъ это мы дфлали въ аналитической геометрии 
на плоскости, мы докажемъ, что эта классификащя не будетъ зави- 
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сть отъ той либо другой системы прямолинейныхъ координатъ. Для 
этого намъ достаточно будетъ показать, что при замн% однфхъ осей 
другими, координаты точки относительно одной системы будуть ли- 
нейными функшями координатъ ея относительно другой системы. 

Такимъ образомъ, мы естественно подошли къ вопросу о преобра- 
зовани прямолинейныхъ координатъ. 


Преобразован1е координатъ. 


243. ДвЪ системы координатныхъ осей могутъ отличаться другъ 
отъ друга началомъ и направлешемъ осей. 

Мы разсмотримъ сперва два частныя случая преобразовашя 
координатъ, къ послёдовательному примфненно которыхъ сводится 
обний случай преобразованя. Этими частными случаями преобразо- 
ванй будутъ, во первыхъ, преобразоване, при которомъ измЪняется 
начало, а новыя оси остаются параллельными, т. е. одинаково напра- 
вленными со старыми и, во вторыхъ, то преобразоване, при которомъ 
начало не измфняется, а измфняется направлене осей. 

1-й спине коорбинанныя оси цапьютие разныя начала, чо одинаговыя 


наиривлени. 


мер. 137. 


Пусть координаты нфкоторой точки М (черт. 137) по отношению 
къ старымъ осямъ будутъ (1, у, 2), а по отноменио къ новымъ осямъ 
(=”, у, 2). Пусть кром того, координаты новаго начала О, по от- 
ношенно къ старымъ осямъ будуть (а, 6, ©). 

Построивши отрзки (ОМ), (0, М) и (00!) видимъ, что 


(ОМ) == (00, + (9,М), 
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а потому 


пром = прО0, + пром. ...... (36) 


Проектируемъ на ось 2 параллельно плоскости Оу; по самому 
опредленйо координать имфемъ 


пр» ОМ = прх ОО, == прх О, 4Ё = д", 


а потому соотношеше (336) въ данномъ случаъ напишется слфдую- 
щичъ образомъ: 


=а+ 


Проектируя аналогичнымъ образомъ наши отрЪзки на оси уи 2, 
получимъ слЪдуюния зависимости между старыми и новыми коорди- 
натами: 


244. 2-й случай 


ризличныя паприоленйй. 


оси гоордниениз илльюлнь одию и то же начало, по 


Возьмемъ нЪкоторую точку М (черт. 138) пространства, коорди- 
наты которой по отношению къ старымъ осямъ обозначимъ черезъ 
(с, 1,2), а по отношенйо къ новымъ черезъь (", у’, 2"). Постронмъ ея ко- 


и м 
| 


р 


черт. 138, 


ординатныя ломаныя (ОГК!) и (ОГК'М) по отношению къ старымъ и 
новымъ осямъ, причемъ, очевидно, 


Ор=т, ТК =, КМ = а, О =#' ИК = 
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Такъ какъ наши ломаныя проведены между однзми и тьми же 

точками О и 1, то, слъдовательно, 
(ОДА) -- (К) = (ОТ) БК -- (КМ 
а потому, на основани извЪстной теоремы изъ теор проекщй 
про, -- арСК -- прАМ == прор’ -- пр" -- ПрЁ’М. 

Будемъ проектировать наши ломаныя ортогонально на произ- 
вольное направлеше 4. 

Обозначая, по прежнему углы между направлешемъь А и на- 


правлеными осей Ох, Оу, Оз, Ох, Оу, Ох’ соотвфтственно черезъ 
(=, 4), (№ 4) ит. д. найдемъ. 


#505(2, 4) Русоз (и, 4) т2с0$ (=, 4) = 
4)... (337) 


2750$ (д, А) Ну со5 (у, А) =' 60$ (= 


Теперь выберемъ направлене .| такъ, чтобы въ выражени (337) 
исчезли два каюе либо члена, для чего будемъ проектировать на 
прямую 1, перпендикулярную къ плоскости ‘Оу; въ этомъ случаЪ 


(д, (д )= 


2 


а, слЪдовательно, 
с0з (и, 211) = 0, 69$ (=, 1) ==0. 


При этихъ предположеняхъ изъ (337) найдемъ 


9. 


хх д’ оз". А с0$ (и. 11) + 250$ {2 


60$ (г, ,) 


(338) 


Подобнымъ же образомъ, выбирая направчешя 1, и А; такъ, 
чтобы 


{2 Ла) = й , 
или 
(в, 4.) == 
получимъ _' 
50 (", 15) + у’с03 ( 05 (=, 4.) 
с08 (1, 
(339) 
ЕВ 


с0$ (=, 
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Изъ послфднихь выраженН: видимъ, что старыя координаты 
зредставляють линейныя функий повыть. 


Если бы мы выбрали направлеше 21 перпендикулярнымъ къ одной 
изъ плоскостей Оу’, Оз, Оу, то нашли бы аналогичныя выраже- 
ня для вовыхъ координатъ черезъ старыя. 

245. Обратимъ внимаше на слЪдующщй важный частный случай, 

Предположимъ, что какъ старая, такъ и новая системы коорди- 
натъ ирямюрольны. 

Тогда за оси проскщй А), 2 
ственно оси м, у. =. 


‚ Аз мы можемъ принять соотвфт- 


Введемъ теперь слВдуюня обозначешя угловъ: 


(и =а, (=, {3 =, 
(а = (ии) = 


(=. (. 


Тогда формулы преобразованя (338) и {339) примутъ видъ 
„Г =" 60821 ту 60$ 2» + :' 605 2, 


. (340) 


Замфтимъ, что , 8, 1‹ представляють три угла, которые н®ко- 
торая прямая (одна изъ новыхъ осей} образуеть съ тремя прямо- 
угольными осями 2, у, х, слёдовательно, имфемъ соотношеня 


605? яё. + с03? 3: -- с05 
(=ь2, 3) 


1 ее 840 


ДалЪе, такъ какъ новыя оси тоже прямоугольны, т. е. взаимно 
перпендикулярны, то. между соз’ами угловъ м, #, 1 из), В, 1, 
тдЪ 2) имъемъ соотношея 


0$ 9; с0$ 2; + 60$ 3: 0$ В; -| 60$ 1: с03 47 =0. . . . (342) 

, 

Пользуясь этими соотношеншями,” легко выразить а", у’ 2 черезъ 

х, у, Дъйствительно, умножая равенства (340) соотвфтственно на 

С0$ х, 0$ 3, с0$ 1, и складывая ихъ, на основан! и (341) и (342) най- 
демъ, что 


2 605 а, + 08 8, + =с0$ ту 
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точно также, умножая (340) соотвЪтственно на с05%», с053», с0$ т 
или на с0з аз, 6088, С031; и складывая, получимъ 


у == 054 -- ус08 38 -- 25057, 
8' = 260$ а; - /60$8, -- 26057. 


Такъ какъ я, 9, в представляютъ углы. которые образуетъ. 
нЪкоторая прямая (ось 2-овЪ} съ тремя взаимно-перпендикулярными 


осями л', у’, 2, то 


с08? а; -- 082 а» -|- с05? 


Аналогичнымъ образомъ получимъ соотношеня 


603? 3, + ©0352 8,  с05? 8, = 


с03* 1 + с0514, + 08? 4 
и 4; осей кн = и, наконецъ, 


Условя перпендикулярности осей 
осей у и 2 напишутся въ видЪ 


С08 21 60$ 34 + ©08 2: С03 8: ` 60$ 1, с0$ В; =0, 


С0$ 21 035; -- с0$ 9. С08 2 608 360$ 13 =0, 


С0$ 81 С05 71 60$ 3, 0: + С08 8. 60$ 74 = 0. 


246. би случай: кобрдннатныя оен имтыоть разный начала и 


разлииных направлена. 


У 
черт. 139. 


Пусть старыя координатныя оси будутъ (0г, Оу, 02), а новыя 
(0, Оу, 0,7). Проведемъ черезъ начало 0, (черт. 139} оси 


300 


Ол", Ош", О", параллельныя осямъ Ох, Оз, 0, и тогда переходъ 
оть осей Оз, Оу 0: къ осямь Ол’ Ош О’ можно замиить 
переходомъ отъ осей Ох, Оу. Ог къ осямъь Ох, Оу, О, а за- 
твмъ переходомъ отъ этихъ посльднихъ къ осямъ Озх’, Оцу', Ол". 

При первомъ ‘переходЪ формулы преобразовая, какъ мы ви- 
дли, будутъ 


вет”. ,. . . (343) 


гдЪ а, 5, е—координаты новаго начала по отношенно къ старымъ 
осямъ; что касается второго преобразовазия, то формулы для него будутъ 


м — ва” На ты". 


(344) 


# 


"озу + 


аи РТ, 


гдЪ, какъ видно изъ формулъ (338) и (339), р, 9, к, В» 4, 
7, ри @» 7з постояпныя, зависящя отъ угловъ, составляемыхъ ста- 
рыми и новыми осями между собою. 


Слъдовательно, для опредЪлешя х, у и г черезъ х’, у’и 
ется только подставить въ формулы (343} значенй х”, у’ и = изъ 


формулъ (344). 


И въ этомъ общень случаь мы опять таки видимъ, что однь 
прямолинейныя координаты выражаются через друйя  ливйныме  00- 
разомь. 


Итакъ, резюмируя полученныя вами результаты, приходимъ къ 
слъдующей теоремЪ. 


Леорема. При замптиь одиита прямолипейныхь осей коордниать дру 
зан, координаты точун по оутошеню къ одной сиетемь  координать 
выражаются линейно черезз ея воордннаты по отношению кь друюй. 


Отсюда. подобно тому какъ въ аналитической геометрии на пло- 
скости, приходимъ къ двумъ слВдующимъ весьма важнымъ теоремамъ. 


Теороми 1. При замилыь одной систечы примолинейтыль коорди- 
нать друюй алебранческая повертиоснь остается плебраннеехой, & 
транецендентиия трапецендензитой. 


Теорема ПП. Оъеаеть алебраической поверхности ие измъияется 
при перегодь оть одной енетемы пряморольныхь координеть кз дру. 


& 
Е 


Цилиндричесяя коордииаты. 


247. Положен!е точки въ пространств можетъ быть опредЪлено 
не только при помощи прямолинейныхь координатъ, но и при помощи 
другихъ. 


черт. 140. 


Скажемъ здЪсь нФсколько словъ о такъ называемыхь килинйри- 
чесхихь поордннатать, 


Въ этой систем координать’ положене точки въ пространств 
опредъляется (черт. 140): 1) координатой =, представляющей мЪру отрЪзка 
перпендикуляра къ данной плоскости Оху между этой плоскостью и 
данной точкой М, 2) радусомъ векторомь ОК прямоугольной 
проекщи точки М на плоскость Оху и 3) угломъ ®, образуемымъ 
этимъ радусомъ векторомъ съ данной прямой Ох, лежащей въ пло- 
скости Оху. 


Три числа (2, г, е} и носятъ назван!е ‘цилиидричеекить хоорди- 
чать. Чтобы исчерпать вс% точки пространства, какъ нетрудно видЪть, 
достаточно измЪнять координату = оть — ® до + ©, координату * 
отъ 0 до 1 <> и координату ® отъ © до Яя. 


Легко выразить цилиндричесв!я координаты черезъ прямолииней- 
ныя и наоборотъ. 


Въ самомъ дёлЪ, возьмемъ прямоугольную систему координатъ 
съ началомъ въ О, оси Ох и О:= которой совпадаютъ съ. осями О и 
02 данной цилиндрической системы, а ось Оу представляеть перпен- 
дикуляръ къ плоскости Оха; прямолинейная координата # по отно“ 
шенпо къ этой систем координатъ будетъ, очевидно, равна цилинари- 
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ческой координат =; что касается координать х и у. то онЪ пред- 
ставять мфры проекшй отрфзка ОК на оси Ох и Оу, т. е. будутъ равны 


#5055, у=изте 


Такъ выражаются прямолинейныя координаты черезъ цилиндри- 
ческ!я. 

Чтобы выразить цилиндрическя координаты черезъ разсматри- 
ваемыя нами прямолинейныя, мы должны рьшить уравнешя 


относительно ги $. 


Легко видЪть, что 
х=уз-у, 2 ==ае и ‚ 


а, слЪдовательно, цилиндрическими координатами точки, коей прямо- 
линейныя координаты (х, у, =}, будутъ числа 


(уз РУ, ау * , 


Сферическ я координаты. 


248. КромЪ прямолинейныхъ и цилиндрическихъ координатъ очень 
часто для опредъленя положеня точки въ пространствЪ пользуются 
сферическими коордипатали. 


я 


и 


У. — 


черт. 141. 
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Подъ сферическими координатами подразумфваются три числа 
о, ©, $), представляющя (черт. 141): р разстоянзе какой-либо точки М 
пространства отъ нфкотораго неподвижнаго полюсе 0; © — уголъ, со- 
ставляемый отрфзкомъ (0№) съ н$Ъкоторой неподвижной осью 02, и, 
наконецв Ф уголъ, составляемый плоскостью, проходящей черезь от- 
ръзокъ (04) и ось 2, св нъкоторой неподвижной плоскостью Ох. Уголъ 
© иногда называть донолищемь шуироты, & $ домотой точки М. 

Для того, чтобы исчерпать всв точки пространства достаточно 
измнять › въ предвлахъ отъ 0 до + <, Ф оть 0 до 2 и © отъ 
0 до =. 

Возьмемъ нЪкоторую ирямоуюльюую систему координать съ на- 
чаломъ въ полюсЪ (), осью 0х, лежащей въ неподвижной плоскости 
Ох:, осью Оу, перпендикулярной къ плоскости Охё и осью 02, сов- 
падающей съ осью 3. 

Тогда (черт. 141}, проектируя ортогонально точку М на плоскость 
Оли въ точку и, находимъ, что От = про! == оз ©; далЪе, какъ 
нетрудно видЪть, 


0.4: = пр» О», у== Ат == при От, 


пргО2/, 


причемв вездЪ берутся ортогональныя проекщи, а потому 


ХЕРЗШ © 6053, У=ряй 9 это, 2==рс0$ ©. 


‚Изв этихв уравнен!й можемъ опредфлить (р. ©,.2) черезъ (1, /, =}, 
именно: 


уя 


© —агс с08 


ГЛАВА УПЬ 


Плоскость. 


249. Переходимъ теперь къ разсмотрЪнйо поверхностей 1-го по- 
рядка, т. е. поверхностей. уравнен{е которыхъ 


Ах- Вит С&+р=0........, (345} 


Начнемъ съ изсльдован!я частнаго случая, когда въ это ура- 
внеше не входятъ двЪ координаты, положимъ хн у; въ этомъ слу- 
чаЪ уравнене имфетъ видъ 


и, слъновательно, эквивалентно съ уравнешемъ 2 =. 

Послфднее же уравненше, какъ мы уже знаемъ, представляетъ. 
уравнене плоскости, параллельной плоскости Оху. Точно такъ же 
уравнен!е вида 


Ах+р-=0,  В+р=о 


представляютъ уравнешя плоскостей, параллельныхъ соотвЪтственно- 
плоскостямъ Оуг и Ох. . 

Итакъ, уравнеме 1-й степени, вв которое ие входить въ коорди- 
ваты, предетавляеть плоскость. 

250. Покажемъ теперь, что къ такому частному виду можно при- 
вести общее уравнеше (345), произведя соотвфтственное преобразо- 
ван:е координатъ. ` 

Пусть въ уравнени (345) два коэффищента 4 и В отличны отъ. 
нуля. ВмЪсто координатъ (2, у, 2) возьмемъ нЪкоторую другую систему 
координатъ (л”, у', 2'). Какъ известно, формулы преобразован!я коор- 
динатъ таковы: 

а ре Рау тг, 
ур Рау К, (..... (846) 
а е- рых Рау Р тт. 


ГДЪ Ч, В, с, В, р, рь 4, Чь 4» ®, ть та Н®которыя постоянныя. 
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Наше уравнене (345) въ новыхъ координатахъь напишется такъ 


(Ар-Е Вы + Ср) а + (Ад ++ Ва, бур и" + (Аг Вы + Си) = += 
+ Ав + В+ 0-Е р ==0. 


Мы всегда’ можемъ распорядиться постоянными, входящими въ 
формулы преобразовантя (346) такимъ образомъ, чтобы въ этомъ ура- 
внени коэффищенты при х’и у’ обратились въ нуль, т. ©. чтобы 


Ар Врь-Ё Ср» =0, 
Аа- В9: + Се == 
Тогда разсматриваемое уравнене приметъ видъ 
Я =0, 


а это послЪднее уравнеше представляетъ плоскость. 

Итакъ, велкое \уравнене ‘первой степень между координатами 
представляете зыоскость. 

251. Покажемъ обратно, что координаты любой точки какой-угодно 
плоскости удовлетворяютъ уравненно первой степени 

Возьмемъ какую либо плоскость @ (черт. 142} и опустимъ на нее 


ул 


мерт. 142. 


перпендикуляръ (ОМ) изъ начала координать 0; обозначимъ. углы, 
образованные направленемъ (ОМ) съ осями Ох, Оу, Оз, соотвЪтственно 
черезъ а, В, 1, а длину перпендикуляра ОМ черезъ р. 


А. Н, ПЩЕБОРСКИЙ. АНАЛНТИЧ. ГЕОМЕТРЯ. 20 
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Построимъ координатную ломаную произвольной точки А съ 
координатами (х, у, 2), лежащей въ плоскости @. Пусть эта ломаная 
будеть (ОКЛА), гдъ ОК-Е а, ЕР, БА = а. 

Соединимъ прямой точку А съ точкой М; тогда, разсматривая 
ломаную (ОКГАМ), видимъ, ‘что 


М) = (0 + (КВ) + А) АМ, 
а, слЪдовательно, 
пром = прОЕ- пр АБ -- пр БА -+ пр АМ. 
Проектируя ортогональнб на направлеше (0/М), найдемъ 
р=хс05х--96088 16051. 


Такъ какъ точка А была взята въ плоскости @ произвольно, то 
отсюда заключаемъ, что послБднее уравнеше, представляющее зави- 
симость между координатами любой точки, лежащей въ плоскости &, 
и есть уравнене плоскости @. 

Уравнене это, написанное въ видВ 


хс0з&-Русоз 8 126087 —р=0,.. . . . (347) 


носитъ назван уравнема плоскости вз пормальной форм. 
252, Такъ какъ для полнаго опредфлен!я уравнен!я плоскости 


ях Ву С: Ь=0 


намъ достаточно знать отношене трехъ изъ коэффищентовь 4,8,С,В 
къ четвертому, то отсюда видимъ, что для опредфленя плоскости 
достаточно, вообще говоря, трехъ условий. 

Если же число условй будеть меньше трехъ, то мы получимъ 
безчисленное множество плоскостей, удовлетворяющихъ этимъ усло- 
вямЪ, 

Положимъ, напр, что требуется найти уравиеюе плоскостей, про- 
зодлицихе через» данную точку М (а, 6, в). 

Пусть уравнеше какой-либо изъ этихъ плоскостей будетъ 


гр =0....... (848) 


Ах- Ву 


Такъ какъ координаты точки М должны’ удовлетворять этому 
уравнен!ю, то мы должны имфть слБдующее тождество; 


да ВЫ + 0=0........ (848) 
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Вычитая равенство (349) изъ уравнешя (348), найдемъ иравнеме 
разснетриваелинта плоскостей в5 такомз вид: 


АТВ Се-9=0..... (350 


Это уравненше при всвхъ значешяхъ 4, В, С будетъ уравнешемъ 
плоскости, такъ какъ оно первой степени относительно координатъ; 
далфе, такъ какъ при х = а, уУ=0, га=е оно обращается въ тожде- 
ство, каковы бы ни были значення коэффищентовъ АД, В, С, то, слЁдо- 
вательно, всЪ плоскости, соотвЪтствуюния уравненю (350), проходятъ 
черезъ точку М (а, 0, с). 

Такъ какъ совершенно произвольнымъ коэффищентамъ А, В, С 
можно давать безконечное число значенй, то, слЪдовательно, черезъ 
данную точку проходитъ безчисленное множество плоскостей. 

Въ частности, если данная точка представляетъ начало коорди- 
натъ, т, е. ‘если 


а=0, 6-0, 


‘уравнене (350) принимаетъ видъ 


Атг- Ву + Са 


Таковъ общий! видъ уравненНя плоскостей, проходящихъ черезъ 
начало координатъ. 

253. Такъ же легко найти уравнение плоскостей, проходящихъ черезъ 
дв данныя точки (в, р, с) и (а, 01, с); мы не будемъ выводить этого 
уравнешя, а перейдемъ къ выводу Уравненя плоскости, проходящей 
черезь три даниыл зпочии (а, 5, 6), (и, 61, 1), (а, В, сз). 

Уравнен!е искомой плоскости, какъ плоскости, проходящей черезъ 
точку (а, 9, 6}, какъ мы видъли только что, будетъ непремфнно вида 


Ат Вибе =о0... .. (351) 
Такъ какъ координаты двухъ другихъ точекъ должны удовле- 
творять этому уравненю, то мы имфемъ два слёдуюция тождества: 


А-В +9 =0, 
(352) 


Аи, Во-Ь С 


изъ послёднихъ соотношешй мы можемъ, вообще говоря, найти отно- 
шене двухъ изъ коэффишентовъ 4, В, С къ третьему. 
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Уравненя (352) имЪютъ видъ 


‚Ар 4 ВЕ Су = 0, 
(353) 
А, + ВА, + би =0. 


Покажемъ, какъ опредфлить величины А, В, ©, удовлетворяюня 


уравнешямъ (353). 
Умножая первое изъ нихъ на &;, а второе на &, и вычитая изъ. 
перваго второе, получимъ 


АВЕ, — №) + бб — п = 0, 
или 


Аналогично найдемъ 
- __В = - 
9—0 


а потому 
А ___ В С 


т Е” 


Щи 


Такимъ образомъ, видимъ, что числа, пропорщональныя соотвЪт- 
ственно числамъ 


(ил — 9), би — 1, (и, —# №), 


могуть быть приняты за величины 4, В, С, удовлетворяющия ура- 
внешямъ (353). 

Легко замфтить, какъ составлено выражене для числа, пропор- 
щональнаго 4: оно представляетъ произведен{е коэффищента у В 
въ первомъ уравнеши на коэффищенть у С во второмъ уравнени 
безъ произведеня коэффищента у В во второмъ уравнензи на коэффи- 
щентъ у С въ первомъ. 

Величины, пропоршональныя В и С. получимъ, произведя въ. 
выражеши для числа, пропорщональнаго 4, круговую подстановку 
надъ тремя буквами (#, {, 9). 

Обращаясь къ нашей задачЪ о выводЪ уравнеШя плоскости, 
проходящей черезъ три точки, видимъ, что въ уравнешяхъ (352} роль. 
1,^,9 будутъ играть соотвЪтственно числа а, — а, В; — 6, в, —с‚ а роль 
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Я» Кь 9, Числа и›--а, 6.--0, е,—с, а, слЪдовательно, 


о. В 
В вое 


ета быта тео ата) 


а ев оли: 


такъ какъ уравневе (351) однородно относительно 4, В, С, то мы 
можемъ подставить въ него вмъсто 4, В, С, величины имъ пропоршо- 
нальныя, 

Такимъ образомъ, уравнене искомой плоскости будетъ 


[(@:—6) ©.- (ев) 6: -5)] а- 9+ 
4- №-9 ие 6—9} 99+ 
++ (< 16,-—©:-—0) (аа) 6-9=0..... 654 


Уравнене это обратится въ тождество, если точки (а, 0, с), 
{а быв), (а>, 6, с.) выбраны такъ, что коэффишенты въ уравненйи {354) 
тождественно равны пулю, т. е., такъ, что 


5 е.- 9—5 а-о=е-о в- 9-69 ша 
и) @ — -в) 6-90. 


Посльявя соотношеня можно написать въ видЪ 


а ав 
аа ее, 


Какъ увидимъ впослфдетви, эти соотношеншя показываютъ, что 
наши три точки лежатъ на одной прямой. Въ такомъ случаВ оче- 
видно, наша плоскость остается неопредфленной, такъ какъ черезь 
данную прямую можно провести безчисленное множество плоскостей. 

254. Разсмотримъ теперь частный случай, когда данныя точки ле- 
жатъ на трехъ осяхъ координатъ. 

Пусть этими точками будутъ точки: ЛЁ(а,0,0); Р(0,5, 0}; № 0,0, 6) 
{черт. 143}. 

Если уравнеше искомой плоскости будетъ 


Ат Ву + (54: В =0, 
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Ру 


черт. №3. 


то усломями, что плоскость проходить черезъ точки М,Р,А будутъ. 
равенства 


А+ 2=0, В+ В=0, Се В =:0, 
откуда 
1—2, 
а 


подставляя эти значешя коэффищентовъ 4, В.С въ уравнеше плос- 
кости, видимъ, что уравнеше это приметъ видъ 


ВЫ 


. (355) 


2 

Такъ какъ числа а,В,с представляютъ м$ры отрЪзковъ, дълаемыхъ 
плоскостью (355) на осяхъ координатъ, то посльднее уравнеше носитъ 
назван!е уравнения плоскоети вы отризкать на оедиь координеань. 

255. Только что мы отвфтили на вопросз, какъ, зная мъры 
отрзковъ, длаемыхь плоскостью на осяхъ координать, найти ея 
уравнен!е. Легко отвЪтить и на обратный вопросъ: какъ по данному 
уравненю плоскости найти м$ры отр®зковъ, дълаемыхъ ею ‘на осяхъ 
координатъ. 

Чтобы найти, напр., мъру отрфзка, дЪлаемаго плоскостью на оси 
ховъ, мы должны найти координату х той точки плоскости, для 
которой у=0 и 2==0. 

Полагая, поэтому въ уравнени плоскости у=0 и 2 =0 и рЬшая 
полученное уравнеше относительно х, мы и найдемъ мфру искомаго 
отрЪзка. 
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256, Займемся теперь рьшешемъ вопроса о приведени уравнешя 
Ав ВР СР Р=0....... (356) 


къ нормальному виду, т. е. къ виду 


250$2-| ус0$3-- 25051 —р= (357) 


гдз р длина перпендикуляра, опущеннаго изъ начала координатъь на 
нашу плоскость, а о, В, т— углы, составляемые этимъ перпендикуля- 
ромъ съ положительными направлениями осей координатъ. 

Если уравненя (356) и (357) представляютъ одну и ту же пло- 
скость, то они эквивалентны между собою, а, сльдовательно, коэффи- 
щекты ихъ пропорщональны; другими словами, существуеть такой 
множитель Л, что коэффищенты въ уравненяхъ 


Пе.) =0 
и .... . (58) 
2с03&-|- усоз В 2 25051 — р =0 


равны, т. е. 


с082= НА, 053 = ЕЛ, с0$1= ВС, —р== В. {359) 
Допустимъ, что система координатъ прямоугольна, тогда между 
косинусами угловъ а, 3, т существуетъ какъ извЪстно, соотношене 


052 # + с057 В -- 05 1=1. 


Подставляя сюда вмЪсто соза, с0$3, 0$; ихъ значенй (359), най- 
демъ, что 


12 (Аз В1-+ С) -=Т, 
а, слБдовательно, 
#1 


о... (360) 
У я в - с 
Изъ (360) видимъ, что нормируюнИЙ множитель Л всегда число 
дЪйствительное и конечное. Что касается знака у Л, то онъ опредъ- 
ляется изъ послдняго изъ соотношен й (359), именно, изъ соотноше- 
ня —р= ВР; такъ какв р, какъ длина, число положительное или нуль. 
то знакъ у В долженъ быть выбраиъ такъ, чтобы ВД было меньше нуля, 
когда О +0; въ случаь же р=0 знакъ остается неопредъленнымъ. 
Изъ (359) на основани (360) получаемъь выражея для косину- 
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совъ угловъ 2, 3. 


со5а=+-- -, 
ат 


(361) 


Углы я, 3, т опредъляемые отсюда, будуть дЪйствительны, такъ 
какт, правыя части выражен (361) по абсолютной всличин% меньше 
единицы. или, въ крайнемъ случаф, равны ей. 

Итакъ, итобы ипривесии правиее плоскости вь случпь примороль- 
ной снетелы воординать паз пормальному виду, пужио перенести весь 
ео члены ал одну часть в о риздъанть на корень квидриитый из сумлея 
эиийрезновь коэффикетновь при перелльнныхь, выбравши при этомь едот- 
вплерьсинымя ооризомв зника у этою корня. 

Ясли координатная система не прямоугольна. то и тогда суще- 
ствуеть нормируюций множитель; вычисленемъ его, однако, мы зани- 
маться ие будемъ. 

257. Пользуясь полученными результатами, легко рАмиить слдую- 
мую задачу: ив случаю  празаиольтой  сьетели  косртианипть, найти 
иель 2 дюжоу чвумн пяоекосними, данными уривиепии 


а В; 


< и Си Рл= 


Уголь между плоскостями равенъ углу между  перпенди- 
кулярами къ этимъ плоскостямъ или дополняеть этотъ уголъ до х, 
слЪдовательно, косннусъ его равенъ - с05%. Если черезъ #, 8, 1 060- 
значимъ углы, составляемые перпенднкуляромъ къ первой. изъ пло- 
скостей съ положительными направлеями осей координать, а че- 
резъ т, 8.1: углы, составляемые съ тЪми же направлешями перпен- 
дикуляромъ ко второй плоскости, то на основанёи (359) имфемъ 


с05#=А, . с058 = В, с031= ВС 


605 а: == #, А, с05 1 = А.В 


тд В нормируюний множитель перваго уравненя, а Ё, — второго. 

Какъ извфстно, косинусъ угла между двумя направлешями (а, в, 1} 
и (2.3, 11) т. е. въ нашемъ случаЪ + со$Ф выражается слфдующимъ 
образомъ: 


++ 052 ==608 9 6084; -^ с0$ 8 60$ 3; -- С051С03 11; 


313 


вставляя сюда вмЪсто косинусовъ ихъ значешя, найдемъ 


д: + ВВ, 4 (4 


а . (362) 
ИРА роет ие 


а, слЬдовательно, 


== (0520$ 8, — с038 603 21)= + (с038 605 ‘и — с0$ 160$ 8,}2 + 
-[ (©0$1 с0$5 4, — ©0$ 60$ 1) == 


(ил, — ВА, + (ВО, — ВСС, - 
(+ С (А+ 8В23 С) 


. (363) 


Если плоскости параллельны между собою, то $ =0 и, слЪдова- 
тельно, 51 = 0; обращаясь къ (363). видимъ, что это возможно лишь 
въ случаЪ. когда 


„Ав, — ВА, =0. Ве — С =0, СА, — С.А =0 


ИЛИ 


вс 
ПН ось 8% 


Такиив образомь, услонтемь  парадлельностиь двуть злоскостей слумчиль 
пропоршопальноеть козффаниентовь у соотвитетвенныхь перелньнныхв в5 
рапненять пнить плоскостей. 

Замфтимъ, что какова бы ни была система прямолинейныхь ко- 
ординатъ, усломя (364) всегда будуть представлять условя парал- 
лельности данныхь плоскостей. 

Чтобы убфдиться въ этомъ стоить только ‘замВтить, что двь 
параллельныя между собою плоскости. дълаютъ на осяхъ пропоршо- 
нальные отр$зки. 


Если наши плоскости перпендикулярны, т. е. если э ‚ то 


тогда сз =0. 
Обращаясь къ (362) видимъ, чТо услове иерпендикулярноетн 
злрекостей в5 случиь пряморольной енстемы координать бдеть 


ЛА, + ВВ, + С =0....... (365} 


258. Рьшимъ теперь такую задачу: и@йин разспояме мочки, дан- 
ной координатами, отъ плосколни, данной уравиенемь. 
Пусть дана плоскость 


Ахт+ ВСВ 


=: 0 
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и точка М (2, 9,2) (черт. 144). Строимъ координатную ломаную 
(ОКБМ) точки М; здвсь 


черт. В. 


ОК=,  КЬЕу  КИ=а. 


Обозначимъ черезь =, 3, у углы, составляемые перпендикуляромъ (ОР) 
къ нашей плоскости съ положительными направленями осей коорди- 
патъ: длипу этого перпендикуляра обозначимъ черезъ р и, наконець, 
искомое разстоянме точки М отъ плоскости, т. е. длину пернепди- 
куляра АГА. опущеннаго изъ точки 4/ ва данную плоскость, 0бо- 
зпачимь черезъ 1. Соединяемъ осповаше А послЪдняго перпендику- 
лЛяра съ точкой Р. 
Изъ чертежа видно, что 


(ОР) = (ОК) +СКЬ-Е + (МА)-+- САР), 
а, слъдовательно, 
про?’ = прОК + прКГ + прРЛЕ + прМА + прАР. 
Проектируя ортогонально на направлен:е (07), будемъ имЪть 
р=1 05 + у, с08 3+ 2, с081 +8; . . . . (366) 


знакъ при й будетъ зависть отъ того, будеть ли направлеше от- 
рЪзка (/А) совпадать съ паправлешемъ (ОР) или оно будетъ ему про- 
тивоположно; другими словами, знакъ этотъ зависить отЪ того, будетъ 
ли точка 4Г лежать по ту же сторону отъ плоскости, что и начало 
координатъ, или же по другую. 
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Изъ выражена (366) получимъ 
В == (хи соза | у; со + 210879}. . . {367} 


правая часть выражен!я (367) представляетъь результатъ вставки ко- 
ординат х,, ур, 2 вмфсто х, у, = въ выражеше, представляющее лЪвую 
часть уравненЁя наней плоскости, приведеннаго къ нормальной форм. 

Итакъ, для опредфлен!я разстояя точки отъ плоскости нужно 
привести уравнене плоскости къ нормальной формЪ и въ выражене, 
представляющее лЪвую часть этого уравнен я, вставить вмфсто ко- 
ординатъ х, у, 2 координаты данной точки. 

Абсолютное значене полученнаго числа будеть искомымъ раз- 
стоянемъ. Такимъ образомъ, если № представляеть нормирующй 
множитель даннаго уравнения, то 


ВЕ (АЖ Ни Са)... ... (868 


Изъ выраженя (368) имъемъ 


А+ В+ бат р=- , 
71 Ол у 1 


откуда, какъ и въ плоской геометрш, зяключаемъ, что данная пло- 
скость дфлитъ все пространство на двЪ части: для координатъ точекъ 
одной изъ нихъ четырехчленъ 


Ах-- Ву СЕР 


имфетъ положительныя значеня, для координатъ точекъ другой отри- 
цательныя. 
Какъ опредфлить, въ какой части пространства четырехчленъ 


Ав Ву Ср 


положителенъ, а въ какой отрицателенъ, предоставляемъ р\ыиить чи- 
тателю. 
259 Перейдемъ къ вопросу о пересфчени трехъ плоскостей. 
Если плоскости заданы уравнемями 


‚-- Ву ЕР -=0, 
+ ВТС =...... 6% 


ИЕ- Вау -- 08+ П,=0, 
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то, рышая эти уравнен!я, мы, очевидно, опредВлимъ координаты точки 
пересфчешя трехъь нашихъ плоскостей. Такъ какъ’ уравнешя (369) 
имфютъ, вообще говоря, одну систему рьшенй 


то отсюда заключаемъ, что, вообще, три плоскости пересфкаются въ 
одной точкф. 

Но можеть случиться, что при рышеншм уравнемй (369) полу- 
чатся рышен!я вида 


=>. и=> #=0. 


Въ этомъ случаф плоскости пересфкаются въ точкЪ, лежащей на 
безконечности, что нозможно лишь тогда, когда плоскости образуют 
н%которую трехгранную призму. 


Вв случаЪ, если для г, /, = получаемъ значеня 
о 0 

. и= ‚ г=--, 
0 0 


то не всЪ уравнен!я (369). независимы: одно либо два изъ нихъ пред- 
ставляютъ слфдстые остальныхъ. Въ. иервомъ случаЪ уравненя 369) 
сводятся къ двумъ уравненйямъ 


ИВО 0-0, АРВ р, 


4... 80) 


Такимъ образомъ, уравненя (369} будутъ удовлетворяться всВми 
рышен!ями уравнеш (370). Такъ какъ каждое изъ уравненй (370) 
представляетъ плоскость, то, слЬдовательно, уравнешямъ (370) удо- 
влетворяютъ координаты всфхъ точекъ пересфчешя двухъ плоскостей, 
т. е, нфкорой прямой. 

Итакъ, въ этомъ случаЪ плоскости (369) переськаются по прямой: 
Наконецъ, если два изъ уравненй (369) представляютъ сл№дствыя 


одного, положимъ 
Ла Ву Се 2 РЭ =0, 


то, слЪдовательно, всф три плоскости (369} совпадаютъ съ этой пло- 
скостью. 


ГЛАВА 1%. 


Прямая линЁя. 


260. Всякая ливя въ пространств выражается двумя уравненями, 
каждое изъ которыхъ представляеть уразнеше поверхности, про- 
ходящей черезъь эту линпо, поэтому прямая ливня, представляющая 
пересЪчене двухъ плоскостей, аналитически выражается системой 
двухъ уравненйй первой степени 


4е+ В+ 2+2 


0 А+ ВУ Се + р, 


(371) 


Такь какь черезъ данную прямую проходить безчисленное мно- 
жество плоскостей, причемъ каждыя двЪ изъ нихъ могуть быть при- 
няты за плоскости, опредфляющя прямую, то уравненя (371} могутъ. 
быть замънены двумя какими-угодно эквивалентными съ ними ура- 
вненями плоскостей, проходящихь черезь ту же прямую. 

Легко видЪть, что уравненемь всЪхь плоскостей, проходящихъ. 
черезъ прямую (371), или уравнешемъ мучки плоскостей будеть ура- 
внен!е 


«(ди Ву С + р) +8 (де + Вы + бе В) = 


‚.. (372) 


тдЪ а и В принимаютъ всевозможныя конечныя значеня, не равныя 
одновременно нулю. 

ДЬйствительно, послЪднее уравнене при всевозможныхь конеч- 
ныхъ значеняхъ 5 из представляетъ плоскость; далЪе, такъ какъ 
координаты, удовлетворяющя уравненямъ (371), т.е, координаты точекъ, 
нашей прямой, удовлетворяютъ всегда уравнению (372), то, значить, всв. 
соотвфтствующя плоскости будутъ проходить черезъ прямую (371). 

Наоборотъ, уравнеше любой плоскости, проходящей черезъ пря- 
мую (371), можеть быть написано въ видф (372). ДЪйствительно, для 
опредфленя плоскости намъ достаточно задать въ ней нЪкоторую- 
прямую и точку, внЪ ея лежащую. Пусть какая-либо плоскость про- 
ходить черезъ прямую (371) и черезъ точку (то, Уи, 30). 
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Чтобы плоскость 
а (Аж: Ву+ С++ 5) +3 (Ах+ Ву + 02+ 1) = 0, 


проходящая черезъ прямую 1371), проходила и черезъ точку (хо, о, 5), 
постоянныя х и 3 должны быть такъ подобраны, чтобы имЪфло мЪсто 
тождество 


2 (Аль Во Са РЗ Ааь + В ОНР) =; . . (873) 


если Аха + Вы + Оу 2, Л == 0, то з=0 и наша плоскость обра- 
щается въ плоскость 


А+ Ву Се Л, = 


а. (374) 


если же ДР Вии + Са, + №) отлично отъ нуля, т. е, если точка 
(“, М. 2. не лежитъ въ плоскости {374}, то изъ соотношеня (373) 
опредЪлимъ отношеше 


8 Аль Е В СНВ 
ет бы В, 
а АЕ В+ Сы Г 


(375) 


и тогда уравнеше нашей плоскости можеть быть представлено въ видЪ 


Ах Вит ++ + Ви Са+ Р, 


0,... (76%) 


гдЪ & имЪетъ значене (375}. 

Давая въ :375} параметру два какя-либо частныя значеня, 
мы сможемъ замфнить’ соотвЪтстаующими имъ уравнешями наши 
уравненя (371), если только полученныя уравнешя различны между 
собою. 

» 261. Разсмотримъ н$зкоторыя наиболфе интересныя формы уравне- 
в прямыхь. 

Уравнения (371}, вообще говоря, мы можемъ рЪшить относительно 
лвухъ какихъ-либо координатъ. Такъ, мы можемь ихъ рышить отно- 
сительно & и у, если только выражене АВ, — ВА; отлично отъ нуля; 
при условги, что 


АС, — СА, 0, 
мы сможемъ рЪфшить наши уравнешя относительно 2 и 2; наконець, 
при услови 
ВС, — СВ, 3 0. 
сможемв ихъ рЪшить относительно у и 2. 


Такимъ образомъ, уравненя {371} нельзя будетьъ рЪшить отно- 
сительно двухз какихъ-либо координать лишь тогда, когда одно- 
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времено удовлетворяются условя 
АВ, — ВА, =0, 40, —4,6=0, во —Вс=0 


эти условя можно написать въ видЪ 


4_8_09 
а, В, С, 


При выполнени ихъ плоскости (371) параллельны между собою; 
въ частности плоскости эти могутъ совпадать. Въ случаЪ, когда 
плоскости (371) параллельны, онф пересфкаются на безконечности и, 
слъдовательно, уравнешямъ (371) удовлетворяють тогда только безко- 
нечныя значен!я координатъ; въ случаЪ же, когда оба ‘уравненя 
(371) становятся тождественными, т. е. представляютъ одну и ту же 
плоскость, прямая остается неопредЪфленной. 

Исключая эти два случая, мы, слЪдовательно, всегда можемъ 
замЪфнить уравнен (371) хотя одной изъ системъ, эквивалентныхь 
съ ними уравнен!, которыя будутъ вида 


Е (..... 37 
ТУ, 878) 


= - Ч, = о... (379) 
причемъ въ частности нфкоторые изъ коэффишентовъ 


4, ть В, В 1, 


2: рр 4 Ч Гы 7 


могутъ быть равны нулю. 
Если, напр., положимъ, что въ первомъ уравнен!и (377) «=0, то 
уравненя эти примутъ видъ 


2, =... ... 880 


Первое уравнен!е представляеть уравнеше плоскости, параллель- 
ной плоскости Оуз; такъ какъ наша прямая лежитъ въ плоскости 
а==р, слдовательно, и она параллельна плоскости Оуг. 

Такимъ образомъ, уравнен!я (380) представляютъ уравнен!я пря- 
мой, параллельной плоскости Оуг. Если и коэффищенть 8 равняется 
нулю, т. е, если уравнен!я нашей прямой приводятся къ виду 


то, какъ легко видЪфть, эта прямая параллельна оси 2-овъ. Въ 
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самомъ дЪлЪ, по предыдущелу, она должна быть параллельна какъ. 
плоскости Оуг, такъ и плоскости Оэж, а, слЪдовательно, и прямой 
ихъ пересфчешя. Аналогичнымъ образомъ можно изслЪдовать случай, 
когда коэффищенты «и, 71, В», 1» равны нулю. 


262. Уравнен!я (377), какъ легко видЪть, получились изъ (371) пу- 
темъ исключешя сперва координаты у, а затьмъ координаты я; первое 
изъ нихъ, представляющее уравнене плоскости, проходящей черезъ 
нашу прямую параллельно оси у-овъ, можетъ быть разсматриваемо, 
ва плоекости хз, какъ уравненНе проекщи нашей прямой на эту пло- 
скость; второе изъ уравнеий (377) точно такъ же можно разсматри- 
вать вЪ плоскости уз, какъ уравнене проекши нашей прямой на эту 
плоскость, 


Аналогичнымъ образомъ можно разсматривать каждое изъ ура- 
вненй {378) и (379), какъ уравнеме проекши нашей прямой на со- 
отвЪ.ствуюшую координатную плоскость. Вотъ почему всЪ ура- 
внешя (377), (378), (379) носятъ назваше уравнеийй прямой ве сл проекнгялт. 


Такимъ образомъ, резюмируя все сказанное, видимЪъ, что любую 
прямую в» проетранетвь, за цсклюнещемь онакой, коей  веь  сточкй 
лежоииь на безконениости, ‘можно задати. ся проекинми на 96% со- 
отвпапетвевнымь образоме выбранный координазтныя плоекоени, 

263. Найдемъ геометрическое значеше коэффищентовъ, входящих. 
въ уравненя (377) нашей прямой. 

Что касается коэффищентовъ хи }, то они. какъ легко видьть, 


ы А 


У 


черт. 145. 


представляютъ угловые коэффищенты проекщй прямой соотвфтственно 
на координатныя плоскости Ох2 и Оуг (черт. 145). Полагая теперь въ 
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уравненяхъ {377} = = 0, найдемъ координаты точки пересфченя на- 
шей прямой съ плоскостью &2-овъ, т. е. координаты такъ называе- 
маго сльда прнией на плоскости ду; легко видфтЬ, что координаты 
этого слфда будуть (р, 4). Таково геометрическое значеше этихь 
коэффищентовъ. . 

264. Такъ какъ въ уравнешя прямой въ проекщяхъ входятъ 4 коэф- 
фищента, то для полнаго опредфленя прямой намъ достаточно под- 
чинить ее двумъ условымъ: эти два условя, наложенныя на каждое 
изъ уравневй прямой, дадуть намъ въ общемъ 4 уравненя, вообще 
говоря, достаточныя для опредфлешя четырехъ коэффищентовъ. 

Если дано одно услове, то не всё коэффищенты могутъ быть 
опредЪлены; положимъ, напримръ, что мребуется найтн уравнена 
прялыть, пролидищихь червзь данную зточьу (и, В, в). 

Пусть уравненя какой-либо изъ этихъ прямыхъ будутъ 


Ах + Ву СЕВ =0, Аз + Ву Се = 0. . . {381} 


Такь какъ координаты точки (а, 5, с} удовлетворяютъ этимъ 
уравненямъ, то имфемъ тождества 


Аа + ВЫ += 0, Аза Е ВВ Е Сер, =0. . . (382 


Вычитая почленно изъ равенствъ (381) соотвЪтственно равенства 
(382), имъемъ 


Ч’ +С@а—9=0, 
{383} 


А &— тв -В+С 9 0. 


Эти два уравнешя при осевозможныхь знаменить коэффищентовъ 
А, В, С, Аь В,, С, представляютъ уравнешя прямыхъ, проходящихъ 
черезъ точку (а, Ь, с). 
На основанн! сказаинаго въ $ 253 можемъ уравненя эти пред- 
ставить Въ видЪ 
У-ь 


ее о (84 
2 84) 


тдЪ 


1=ВС—ВС, #-=СА-СА —я-—АВ, ВА, 


Уравненя (384) представляють при всевозможиыхь значеняхъ 
Ь м, п прямую, проходящую черезъ точку (а, 6, ©}; они называются 
Уравнечями прямой въ симметричной форлть. 


А. П, ПИЕВОРСКЙ, АНАЛЬТИЧ. ГВОМЕТРИИ. 21. 


265. Если обозначимъ величину отношенй 


и—& 


т 


для координатъ любой точки прямой (384) черезъ /, то вмсто ура- 
внен!й (334) можемъ написать уравнешя прямой въ видЪ 


в уьыь сен о. (386) 

Въ этой формЪ прямая задается не двумя, а тремя уравнешями; 
это пронсходитъ оттого, что мы вволимъ здЪфсь еще одну перемен- 
ну величиии В. называемую нараметромь. 

Уравнешя (385) называются зариметричеекиии уравнешями пря- 
мой. Между зничеями параметра и координатами точекъ, лежащих 
на примой, сумествуомь влинмио однозначная завиенмосеть, т. е. за- 
висимость такого рода, что каждой точкф наней прямой соотвЪт- 
ствуеть одно значеше параметра / и, наоборотъ, каждому значенйо 
параметра { соотвЪтствуетъ одна точка разсматриваемой прямой. 


Обращаясь къ уравненямъ (385), видимъ, что, если коэффищентъ 
! равенъ нулю, то одно изъ уравненй прямой обращается въ == а, 
а это имъетъ мьсто тогда, когда разсматриваемая прямая параллельна 
плоскости (и. 

Если бы мы пожелали въ этомъ случаф представить уравнен!я 
прямой въ видЪ (384), то мы должны были бы написать ихъ такъ: 


поэтому подобныя уравнешя, въ которыхъ {!==0, представляютъ уряа- 
вненгя прямой, параллельной плоскости Оуг. 

Точно такъ же, если въ уравненяхъ (385) коэффищентъ = 0, 
то уравнен!я эти представляютъ уравнеШя прямой, параллельной пло- 
скости 1()х2; напримЪръ, уравнейя у — 1 =0, 2 = 4: — 2 можно пред- 
ставить въ видЪ 


Если теперь положимъ, что 


1=0 ш=0 №40, 
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то первыя два уравнения (385) примутъ видъ 


“ =, 


откуда видимъ, что нана прямая параллельна оси 2-овъ. 
Обращаясь къ уравнешямъ (384) видимъ, что, слёдовательно, 
уравнен!я вида 


представляютъ уравненя прямой, параллельной оси 2-овъ. 

Посмотримъ, наконецъ, могутъ-ли всф три коэффищента 1, т, п 
обратиться одновременно въ нуль; при послфднемв предположени 
уравнешя (385) обратятся въ слфдующ: 


=а 4=5, 2=6, 


откуда видимъ, что наша прямая должна олновременно быть парал- 
лельной тремъ координатнымъ плоскостямъ, т. е, тремъ плоскостямъ, 
пересфкающимся въ одной точкЪ, что невозможно. 

Итакъ, в уравненяхь (384) прамой всь три коэффищента Ъ т, п 
зе мозузиь одиоврененио равняться ную. 

266. На основами предыдущаго нетрудно рЬшить слЪдуюшую 
задачу: найти уравнеил прямой, проходящей нерезь двъ данныя точки 
{а, 6, и (а, 6, ©). 

Уравнешями всякой прямой, проходяшей черезв первую точку, 
будутъ, по предыдущему, уравненя 


... 8868 


ТДЪ р, м, п неопредъленные коэффищенты. Такъ какъ разсматриваемая 
прямая проходить и черезъ точку (ав, В,, с;), то имъемъ тождественно 


для уравнешя (386) почленно на послфдня тождества, найдемъ 


*—@ У—6 2—0. 


(с 6%) 


} 
а в-5 в—6 


это и будуть уравненя прямой, проходящей черезъ 2 данныя точки. 
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267. Положимъ, что намъ нужно вывести уелоея, когда три точки 
{а В, ©, (а, В, с), (а В, ей лежать на одной прямой Уравнешя 
прямой, проходящей черезь двф первыя точки, будутъ вида (387); 
такъ какъ третья точка должна лежать на этой прямой. то ея ко- 
ординаты должны удовлетворять этимъ уравнещямь, поэтому мы 
должны имфть сльдующ тождества: 


это и будуть искомыя услов\я. Есян теперь вспомнимъ условзя, при 
которыхъ задача о проведен! плоскости черезъ три данныя точки 
имЪетъь неопредёленное решеще (см. $ 953), и сравнимъ эти усло- 
зя’ съ полученными только что. то увидимъ, что послфдняя задача 
будеть неопредфленной, когда три данныя точки лежать на одной 
прямой. 

268. Найдемъ теперь геометрическое значене коэффишентовъ 
ао, п, входящихъ въ уравненя (386). Что касается первыхъ 
трехъ коэффищентовъ, то они, какъ мы уже знаемъ, представляютъ 
координаты н-которой точки -1 нашей прямой (черт. 146). 


Предположимъ, что оси координатъ прямоугольны. Чтобы найтн 
геометрическое значеще остальныхъь коэффищентовъ, выберемъь на 
разсматриваемой прямой какое-либо направлеше 11, за положительное; 
пусть оно образуеть съ положительными направлешями осей ко- 
орлинатъ соотвфтственно углы 2, 3, т; далЪе возьмемъ на нашей пря- 


2 т 


-У 
черт. 46. 


мой нЪкоторую точку Л/ (+, у, 2). Если черезъ г обозначимъ мфру от- 
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рьзка (411), тогда, какъ извЪстно изъ теори ортогональныхъ проекщй, 


пр- Я! 


— а = 750$ а, 


пр М = у — 6 =: # 0$ В, 


пра! 7 с0$ 1- 
Такъ какъ точка 2 (2, у, 2) лежитъ на прямой (386), то, под- 


ставляя въ послъдыя уравненя вм®сто 2, у, г полученныя выраженя, 
найдемъ 

с05 я с0$8 505 7 

В 81, (388) 


1 т п 


отсюда заключаемъ, что в5 случаь ирямоуюльной системы координезть 
коффииетны Т) т, п пропоршональны косппусаме зиловь, составляе- 
мыхь одтимв изъ направлеий прямой сооттвтииственио 05 осями Оз, 
Фу, 0=. 
Пользуясь свойствами пропорщй, изъ (388) найдемъ 
6082 _ с058 _ 6051 _ 


1 ро в 


но, такъ какъ въ случаЪ прямоугольной системы координать 


с082 х -- с08? В -- с05? 1 


то изъ послъднихь- соотноиен! получим 


Знакъ у радикала опредфлится, если мы выберемъ опредьленное 
направлене на прямой за положительное. 


Если бы уравнен!я прямой были заданы вв общей формЪ 


Ах 0, 


а-+В(и—5+Се—9 
А; (и— а) В (ус -9 


то, опредъляя отсюда величины, пропорщональныя (%— а), (у— 6), 
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(=—6) напищемъ уравнен!я нашей прямой въ видЪ 


_ &—а 
во, В,6 да, 


сл довательно, въ этомъ случаЪ 


= ВС, --В0 м ОА ОА, — в АВ — ВА, 


Подставляя эти значеня /, ж, в въ выражения (389}, найдемъ выра- 
жешя для со’овъ угловъ, составляемыхъь нЪфкоторымъ направлешемъ 
прямой 


ах Е Ви С: 2 =0, 5 Ву С: В, = 


съ прямоугольными осями координатъ; въ послфднихь уравненяхъ 
черезъ Ри ДР, обозначены выраженя 


— (дач ВЫ + С0, -- (114+ ВЪ + 09. 


269. Рьшимъ далЪе такую задачу; найти циель междн прямыми 


ви ь 


эн 


ы та 


95 случаь примоуюльной вненемы поордииить. 
Обозначимъ черезъ а, 3, т углы, составляемые первой прямой съ 


осями координатъ, и черезъ я, В, ‘и углы, составляемые второй пря- 
мой съ тЬми же осями, 


На основани предыдущаго с0$ я, с05 3, с0зу опредфляются изъ 
{389}, а соза:, с05 9, с051! при помощи соотношенй 


6084, = — с05 8, 


и 


У ие 


Если черезъ © обозначимъ искомый уголъ и вспомнимъ, что 


6039 60$% с03 21 -- ©0353 с038, -|- 6035 ©0517, 
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то, принимая во внимаше полученныя значемя для соз’овъ, найдемъ 


у мт, + пи, 


-:5 НЫ (+ (390 
ие у а 890) 


Легко видЪть, что усломемь периендикуляриосиие прямыль въ раз- 
сматриваемомъ случаф, т.е. въ случаЪ прямоуголвныхъ осей коор- 
динатъ, является 


+ ван, + п =0, 4... (392) 


а условя параллельности булутъ 


{ т п 

п. уе (93) 

|й эн 
Эти условя параллельности, какъ увидимъ дальше, справедливы 


и для косоугольной системы координатъ. 
270. На основан!и только что сказаннаго можемъ рЬшить слфдую- 


шую задачу: 


зерт. 147. 
нейеты уравиеше круглаю конуса, нлаъющино оемо лрамую 


9—8 — 
эт - 


. 39% 
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я сертипой сточну А (н.6. 6), если уиоль, составляемый образующими 5 
езю зону, равень ©. 

Пусть 1,3, т представляютъь углы, составляемые осью конуса съ 
осями координатъ, тогда 


Ув 


-либо образующей будуть 


У—Ь 
в 


. (395) 


овательно, если 2.1.1: углы, составляемые ею съ осями коор- 
динать, то 


И ии 


Если @ представляеть уголъ межлу осью и образующей, то 


возвышая 06% части послфдняго равенства въ квадрать, преобра- 
зуемъ его къ виду 


| 


ие +) 


+ п./2) 052 9 = (Й, + инн, + в). _ 

Полученное соотношеше представляеть зависимость между по- 
стоянными коэффишентами ^, м, # уравнешй оси конуса.и козф- 
фищентами /, п,” уравнешй любой его образующей. Оно одноровно 
относительно ‚т.т, а потому въ немъ эти послфдыя числа можно 
замфнить любыми числами, имъ пропоршональными. 

Но для координатъ (2,5, =} любой точки на образующей (395) ко- 
нуса числа П,т,п, пропорональны соотвЪфтственно числамъ #— 
у--1, 22, а потому координаты любой точки какой уюдно образующей 


Ч, 
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или, другими словами, любой зионки ралблитризаемею 
творяютъ уравненно 


нува удовле- 


ЦР и? а) ее Ни 4 } 


а [безе В в (у- 6) все 


$] с0з 9 = 


Это уравнене и есть, слфдовательно, искомое уравнене нашего 
конуса, 

27. Рьшимъ теперь такой вопросъ: найти узюль между прямой 
и эмоскосныю (ое координата прямоуюльни}. 

Пусть прямая задана уравненмями 


фа и Ь 
1 ш — 


а плоскость уравнешемъ 


Ак Ви С 


Такъ какъ подъ угломъ между прямой и плоскостью подразу- 
мБвается уголъ з (черт. 148} между прямой и ея прямоугольной про- 


Л 
я 


Черт. 148. 


екщей на плоскость, то отсюда видимъ. что уголъ этотъ представляетъ 


дополнене до угла $, составляемаго нашей прямой съ нфкоторымъ 


р 


направлещемъ перпендикуляра къ плоскости, или же отличается оть 
этого дополнев!я на к. 
Такъ какъ уравнене данной плоскости 


4 Ву + С: 2 -=0, 
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тс углы (в, 8,11), составляемые какимъ-либо направлешемъ периен- 
дикуляра къ плоскости съ осями координатъ, опредфляются изъ сост- 
ношенй 


А 
ес, 6088 =— . 
ТУВЕ “И у. 


соя, 


С08 1 = 
ы ти а 
Косинусы же угловъ х,3,7у, составляемыхъ ифкоторымъ напра- 
вленемъ нашей прямой съ осями, опредфляются но формуламъ (389). 
Слъдовательно, будемъ имЪть 


1 90$ == 605% == 505 3.6055: Е С0$8.50$ 8; 2 С0$}.С05 11 == 
АТ + Вт + Св 


. 396 
Ес Ув (895) 


И. В 4 бы отр сг (РЕ Дня . (897) 


Ив 


Отсюда выводимъ условя параллельности и перпендикулярности 
прямой сз плоскостью. 

Если прямая перпендикулярна къ плоскости, то она параллельна 
перпендикуляру къ плоскости. что приводитъ къ усломямъ 


3: с0з 81, 6087 = 


6051 -  соза,, 6053 


откуда, подставляя значеня косинусовъ, найдемъ искомыя уеловя 
зерпендикуялриости прлмой во нлиекости при прлморюльной саизпемь 
хоордината: 


еее. @9% 


Если прямая параллельна плоскости, то $ =0 и, слфдовательно, 
на основан!и (396) заключаемъ, что уелойемь параллельности прямой в 
плоскости въ прямоурольной снетемть координазиь слумаань услове 


А+ Вт Он =0....... . {399} 
272. Пользуясь выведенными услошями, рынимъ слфдующуя задачи; 


при этомъ въ первыхъ двухъ будемъ предполагать, что оси коорди- 
нать прямоугольны. 
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Дана прлмая 


в’ 


черезь тоиту (тьу,2) провести плоековть, пернендиикулярную 5 динией 
ярямой. 

Такъ какъ искомая плоскость проходитъ черезъ точку (2,2 
то уравнеже ея будетъ 


),. 


Ар -2) + Ву) Са) =0; 


услоя перпендикулярности прямой съ плоскостью таковы: 


а_в_сС 


{ я 


тдЪ К множитель пропорщональности; подставляя опредфленныя от- 
сюда значеня А. В, С, найдемъ, что уравнеше искомой плоскости 
напишется такъ: 


(г 


Обратная задача: дани пиоскоеть 


2) 44а (ув) + в {2-2 


А+ ВИ С = 


нашин уреановя прямой, прозодищей через точку (и,5.6) и пернендики- 
лярной уз этой плоеховти. 
Напишемъ искомыя уравнев!я прямой въ видЪ 


гдЪ й множитель пропоршональности, козффищенты 2, т, н, найдемъ. 
искомыя уравневя прямой въ видЪ 


273. Рьшимв теперь такую задачу: срез данную тонку провести 
плоскость. параллельную данной прямой, 
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Пусть уравнешя прямой будутъ 


ха у Ь 


! т 


а координаты данной точки (7, у,г,); уравнеше разсматриваемой пло- 
скости напишется такъ: 


«Ее В у} + Се -а) =09. 
Но, такъ какъ услове параллельности плоскости и прямой будетъ 
АЕ Вы + бан, и... (400 


то изъ этого одно услоыя отношеняЯ двухъ изъ коэффищентовъ 
4. В, С къ третьему опредБлить нельзя, и задача остается неопредЪ- 
ленной; дфйствительно, черезь данную точку параллельно данной 
прямой можно провести безчисленное множество плоскостей. 

Изъ (400} имЪемъ 


а потому уравневе всвхь плоскостей, уловлетворяющихъ указанному 
въ задач условио, будетъ вида 
28 {г 


— ии ен) 1 


здфсь черезъ { мы обозначили неопредфленное отношене я. 
274. Переходимъ къ рЬшенйю такой задачи: найти почку тере- 
смея прямой съ плоскостью (коордиирнный оси каюя ушдто). 
Пусть уравнеше данной плоскости будетъ 


=-- Ву се р= о. (401) 
а уравневя данной прямой 
тии 
т 
или 
а=а+и  узёфш, зе; .. . (402, 


задача наша сводится къ опредълеюю значен!я параметра #, соотвЪт- 
ствующаго точкЪ пересёченя прямой съ плоскостью. 
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Если координаты точки пересфченя обозначимъ черезъ (+, у, =), 
а соотвЪтственное значеше параметра черезъ (, то. такв какъ эта 
точка лежитъ на нашей прямой, выраженя для ея координатъ черезъ 
параметрв будутъ вида (402). 

Св другой ‘стороны, такъ какъ наша точка лежитъ въ плоскости 
(401), то ея координаты удовлетворяютъ уравнению (401). а потому, 
подставляя значенйя (402) координатъ въ это уравнене, найдемъ ура- 
вненше для бпредфленя соотвфтствующаго значеня параметра 


Чат: ВЫ $ бет 9-Е (АЕ Вт + Сп} -=0. .. (403) 


Изъ послЪдняго уравнешя видимъ, что, вообще, точка перес- 
ченя будетъь одна, такъ какъ для { получимъ только одно значен:е, 

Если прямая параллельна плоскости, То точка пересфчешя уда- 
ляется на безконечность, а, слъдовательно, и соотвЪтствующее значе- 
н{е { равно безконечности, поэтому изъ (403) слЪдуетъ, что необходи- 
мымъ условемъ параллельности плоскости и прямой будеть услове 


АР-- Вт - Св 


9. (404) 


Раньше мы вывели это услоше только для прямоугольныхъ осей 
координатъ, теперь же видимъ, что оно имфетъ ту же форму для какой 
угодно ‘системы прямолинейныхъ координать. 

Если бы услове (404) удовлетворялось тождественно при микихь- 
З10дно знаценижь |, т, п и если бы при этомъ П было отлично отъ 
нуля, то соотвфтствующая плоскость (401) пересъкала бы ве прямыя 
пространства на безконечности, т. е. представляла. бы геометрическое 
мЪсто безконечно-удаленныхь точекъ всЪхЪ прямыхъ пространства. 

Дъйствительно услове (404) удовлетворится при какихъ-угодно. 
значеняхъ /, т'® лишь въ слунаЪ, когда 


в =б=0. 


Въ этомъ случаЪ уравнеше плоскости (401) обратится въ 


0. =-20.у+0.:+Р (405; 


гдЪ № отв нуля отлично. 

Этому уравненйо не удовлетворяютъ никак я конечныя значеня 
2, у, =, воть почему его называютъ уравнешемъ безьонечио- удаленной 
злоекоение, 
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Теперь ясно, почему уравнешя 


Ае+ Ву СЕН = 
0 


б.у. 2, 


тдЪ 7] отъ нуля отлично, можно считать уравнеями нЪфкоторой 
зизконечно-удаленной примой. 

275. Найдемь теперь условя, при которыхь данная плоскость 
.прохолить черезъ данную прямую. 

Въ этомъ елучаф координаты любой точки прямой (402) удовле- 
творяютъ уравненио (101), т. е. всЪ значеня / отъ — со до -- со удовле- 
творяютъ уравненпо (403). 

Это возможно лишь тогда, когда уравнеше (403) обращается въ 
тождество, т. е. когда 


Аа--ВЬСО Вт + 


Первое изъ этихъ услошИ показывасть, что точка (а. 5, @ прямой 
лежить въ данной плоскости, а второе, что прямая и плоскость парал- 
лельны. 

Такимъ образомъ, полученныя условмя могутъь быть выражены 
словами такъ; плоскость нрожодить черезв праиут, евлф она иметь 
сё ней одну общую точки но сели коэффищении 88 уравненягь ило- 
скости н прямой иовлстворлють услоцие паралаельности. 

276. На основани предыдущаго рьшимъ такую задачу: найти ура 
вне нлоскосуть проходящей черезь прямую 


„ параллельную примой 


Такъ какъ плоскость наша должна проходить черезъ точку 
{а, 0, ®), то ея уравнеше можно написать въ видЪ 


Аба ВиО д=0 


условя, что наша плоскость параллельна какъ первой, такъ и вто- 
рой прямой, таковы: 


АР Ва -- Са == 
А + Вт, | Ст 0 
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Отсюда 
В с 


= 
ан, — тп в — ®Ё в. — ит 


поэтому искомое уравнеше плоскости приметь видъ 
{ии — п) (2 — а) (#1 — п) (у— (В м) е—@=0. 


Рьшимв ту же задачу въ предположеши, что первая прямая 
задана уравненями 


Аж Ву + С +О=0, 
(406) 
Аж-+Ву+ Се - р, = 


а вторая уравненями 
(407) 


Уравнеше всякой плоскости, проходящей черезъ прямую (406) 
таково; 
«+ Ву+ СЕНО (А+ Ву ОЕ + 0) = 


гдЪ / произвольный коэффишенть. 
Такъ какъ искомая плоскость параллельна второй прямой, то, 
слфдовательно, 
КАЕА,) + (В--ЕВ) + (СВО) = 0, 
откуда 


4+ Вт + Св 


А+ Вит Сы 


Если знаменатель этого выраженя равенз нулю, то, какв легко 
видфть, плоскость 


девы бе+ р, =0 


и будеть искомой плоскостью. Если же знаменатель не равенъ 
нулю, то для # получимъ конечное, опредфленное значеше, 

277. Далфе, рьшимь такую задачу: найти уравнея и длину 
пернендикуляра, опущеннаю чз5 дачной точки 4 (х, у, 2) на данную 
прямую (ови прямозуольны). 

Пусть уравненя данной прямой будутъ 


я 


т 
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Искомый перпендикуляръ, какъ нетрудно видЪть, представляетъ 
пересфчене двухъ плоскостей (черт. 149): плоскости, проходящей 
зерезь данную прямую и данную точку -1, и плоскости, перпендику-г 


черт. 149. 


лярной къ данной прямой и проходящей черезъ ту же данную точку 1. 
Уравнен!е второй плоскости, какъ проходящей черезъ точку“ 
(гы зи: 20), будетъ 


я --т) Ву Се 


Но. такъ какъ она перпендикулярна къ данной прямой. то, 
слЪдовательно, 


и поэтому уравнеме ея въ окончательномъ видЪ таково: 
(аж) т (уф и) Ри 21) =0. 
Уравнеше первой плоскости напишется опять въ видЪ 


0. 


А (2—2) + В(у-у) С е— 2) 


Такъ какъ данная прямая лежитЪ въ этой плоскости, то, во пер- 
выхъ, имЪемъ 


А1-- Вт био, о... . (409) 


и, кромЪ того, такъ какъ въ этой же плоскости лежитъ и точка (и. 2, с), 
то, слЪдовательно, имЪемъ еще одно услове 


А@-®) В -- Се 


. (410); 
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Изъ этихъ двухъ условй найдемъ 


А 


— И с _ 
Нл отв она м 


ия 


Поэтому, окончательно, уравнене первой: плоскости напишется 
такъ: 
ри сея (уу--6] а) + вби але 9-6) + 
Иан вия] 9 =0. 0... 0 


Уравневя (408} и (411) представляютъ искомыя уравнешя раз- 
сматриваемаго перпендикуляра. Такимъ образомъ первая часть за- 
дачи рЪшена. 

Для рЪшешя второй части поступаемъ слфдующимъ образомъ: 
если черезъ / обозначимъ точку съ координатами (а, 6, =), то, какъ 
легко видфть изъ чертежа 149, 


№ = АМ И№; 
но, такъ какь 427 представляетъ разстояне между точками Аи М, 
то 

МЕ == (а)? + (9) + (69): 


далъе АМ найдется, какъ длина перпендикуляра, опущеннаго изъ 
точки (4,5,с) на плоскость 1408). 
Какъ извфстно, эта длина выразится слфдующимъ образомъ: 


д 9-ю +т® те 
ЗУ Ви 


Поэтому 
№ = 


алк бир (6 (Р 
В ие 


ии фи) не. 


Ва 


Пе 


Примъняя тождество Эйлера (см. $ 230), найдемъ 


У 6-9) — 
рае + > 


(2) р 
зи ея ° 


А. П. ЖЩЕБОРСЕИЙ, АНАЛИТНЧ. РЕОМЕТР1Я. 22 
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УИтакъ, наша задача рЪшена. 

278. На основан только что сказаниаго легко рЫшается слЪдую- 
щая задача: найти уривнеее крулаю цилиндра, оемо которезо служить 
прямая 


У 
черн. 190. 


Очевидно, что круглый. пилиндръ можно разсматривать какъ 
геометрическое место точекь, равноудаленныхъ отъ его оси, причемъ * 
разстояще ихъ отъ оси равно ралусу основаня. `Слфдовательно, если 
(и, =) представляютв координаты какой-либо точки нашего цилин- 
дра, то между ними, на основаши прелыдущаго, имфемъ сифдующую 
зависимость: 


ре 


—т. 


тт 


это и есть искомое уравнение нашего цилиндра. 

279. Переходим теперь къ такой задачЪ: найни уравненл ирлмой, 
эроходящей черезь депиио точку и черпенднкуллуной ка двумь данцимъ 
прямым (осн прямолольны). 

Пусть данныя прямыя будутъ 


и данная точка имъетъ координаты (1, у, 21). 


339 


Уравненя всякой прямой, проходящей черезъ точку 4, имютъ 
ВИДЪ 


‚а усломя перпендикулярности этой прямой съ двумя данными на- 
пишутся такъ: 


мин = 0, 


ата 


ОпредЪляя изъ этихъ условЙ величины, пропорщеюнальныя- х. 8, 1, 
майдемъ 


зи, — жа я — т т, 


Ви 


Поэтому уравнешя искомой прямой будуть 


фт, 


ти — вт 


280. Теперь можемъ отвЪтить и на такой вопросъ: найюи уравне- 
эл лиийь кратчайциио разстолыя между двумн прямыми и длину вю, 

Замфтимъ, что подъ лишей кратчайшаго разстоян!я между двумя 
прямыми подразумЪвается прямая, перпендикулярная къ обЪимъ пря- 
мымъ и ихъ пересфкающая. Длина отрЪзка этой прямой между точ- 
ками пересфченя ея съ данными прямыми и носитъ назване длины 
хреличайнино разстопин между этими прямыми. 

Пусть данныя прямыя заданы уравнен!ями 


я: 


Проведемъ черезъь какую-либо точку М (хе, у, =) (черт. 151) 
третью прямую, перпендикулярную къ обЪимъ даннымъ прямымъ; 
уравнения ея, какъ мы только-что видЪли, будуть вида 


у 
в 


тТДЪ «, В, 1, имЪютъ значен!я, опредъленныя въ предыдущемъ &-6, 


(412) 
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черль. 151. 


Легко видфть, какъ геометрически рЪшить нашу задачу: для 
этого стоить провести одну плоскость черезъ первую изъ данныхъ 
прямыхъ, параллельно прямой (412), а затъмъ—вторую плоскость. 
черезь вторую изъ данныхь прямыхъ параллельно той же прямой 
(412). Прямая пересфченя этихъ двухъ плоскостей и будетъь лишей 
кратчайшаго разстояшя, Дъйствительно, такъ какъ она параллельна 
прямой (412). то она будеть перпендикулярна къ двумъ даннымъ 
прямымъ; находясь съ каждой изъ нихъ въ одной плоскости, она 
будетъ пересфкаться съ ними. Теперь остается найти уравнен!я этихъ- 
плоскостей. 

Уравнене первой плоскости, какъ проходящей черезь точку’ 
(«, 6, ®), будетъ 

А-В (ие =0. 


Условя параллельности ея съ первой изъ данныхъ прямыхъ и 
съ прямой (412) напишутся такъ: 


АР Вт + бп=0, — 4+ 88+ С: =0, 
откуда 


А 
== 


ву — 8 тн Вот’ 


Слфдовательно, окончательно уравнеше первой плоскости приметт.. 
такую форму: 
(ту — #8) (2—4 04— В) (иу—0)+(--т) 2-9 = 


Какъ нетрудно видфть, уравнен!е второй плоскости будетъ от- 
личаться лишь ТЬмЪ, что вмЪсто (а, В, в} и (1 т, п} въ него будуть. 
входить величины (а, Вы, с) и (1, т,, п). 
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Такимъ образомъ уравнене этой второй плоскости будетъ таково: 


(инт) (а) + (пра 1) (у) + (8—т,а) (#—в) =0, 


Найденныя два уравненя и будуть уравненмями лини кратчай- 
чшаго разстоян!я между двумя данными прямыми. 

Остается найти длину кратчайшаго разстояня. Чтобы р»шить 
эту вторую часть задачи геометрически, проводимъ черезъ первую 
изъ данныхъ прямыхъ плоскость, параллельную второй прямой. 

Тогда, какъ нетрудно видфть разстояне любой точки второй 
прямой отъ этой плоскости и будетъ равно искомому кратчайшему 
разстоянйо двухъ прямыхъ. 

Уравнене плоскости, проходящей черезъ первую прямую и 
параллельной второй, какъ мы уже видфли въ $ 276, таково: 


(дви (х—а) Е (ан-ий) (у) + В») (2—9 =0. 


Разстояще 6 точки (а,Ё,с:), лежащей на второй прямой, отъ 
этой плоскости выразится слфдующимъ образомъ: 


(Фан -пит) (а —а) Ро —п Ц) (6—5) + (в Чл) (4—9) 


$ == иь 
(и — 10)? (Фит) 


Это и будетъ длина искомаго кратчайшаго разстоян!я. 

281. Чтобы покончить съ прямыми, найдемъ еще услов1я пересфченя 
двухъ прямыхъ въ пространств. Въ пространствф двЪ прямыя, вообще 
говоря, не пересЪкаются. Аналитически это слфдуетъ изъ того, что 
четыре уравненя, которыми эти прямыя задаются, вообще говоря, не 
имБють общихь рьшен!й относительно трехъ, входящихь въ нихъ, 
аеизвЪстныхъ. 

Такимъ образомъ, если дв прямыя, заданныя соотвЪтственно 
уравневями 


Аг + Ву + +Р 
Ае+Ву+ СЕ = 


0, 


Ане + Ву + Си Р, = 0 
Азт + Ву Е Си + 1, = 


‘пересфкаются, то услощемъ пересЪченя будетъ услов! совмЁстности 
этихв 4-хъ уравненй. 
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Чтобы получить его, нужио рФшить три изъ этихъ уравненй 
относительно =, {,2 и подставить полученвыя значення въ четвертое 
уравневе. Если при этомъ получится тождество, то уравнешя наши 
совмфстны, а, слфдовательно, соотвфтствующйя имъ прямыя пере- 
свкаются. 

` Особенио простую форму прюбрфтаютъ эти усдовя, когда прямыя 
заданы своими проекщями на двф координатныя плоскости. 

Пусть. напримфръ. наши прямыя заданы своими проекшями 


и лиг фтп, =р+1 


Уи, =ри- и. 


Если прямыя пересфкаются, то эти уравнешя имвють обия 
ршешя, поэтому. исключая изъ нихъ ии :, найдемъ 


тли тя ль 
р ре 4, 
Полученныя уравнения также должны быть совмЪстны, поэтому, 
исключая изъ пихъ 2 пайдемъ, слЪдовательно. искомое услове 
т СВ и — я, 


рб Ч’ 


Положимъ теперь. что прямыя заданы параметрическими урав- 
ненями 


ша И ув в, веки... . (418) 


бы, та ий, ... 14) 


гдЪ Ги &: параметры. 

Если наши прямыя пересвкаются, то должны существовать таюя 
значеня параметровъ фи &, при которыхъ координаты (2, /,2), вычи- 
сленвыя при помощи ‘выраженй (413), равны значенямъ, вычислен- 
нымъ при помощи выраженй (414). 

Итакъ, въ случаЪ пересфчемя прямыхь имфемь тая значешя 
ти (1. для которыхь 


афина +, в ее 2- в, 
откуда, исключая (, найдемъ 


и — Иже (а, —а)—& (6, —5), 


(415) 


(фи Аз) == (ав) — (6 
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Наконехъ, исключая отсюда |, получимъ 
тт та -Ь-Ь 


(я — 6) 


Вы ма — а) — 


или, послЪ простыхъ вычисленй 


0. 


(рт, — пт) (а — я +0 — в) ИФ — т) (&«—д= 


Если прямыя наши параллельны, то тонка пересфчешя ихъ на- 
ходится на безконечности, а, слЪфдовательно, соотвфтствующее ей 
значеше параметра # равно безконечности. Обращаясь къ уравненямъ 
(415), видимъ, что для того, чтобы ! равно было безконечности, не- 
обходимо, чтобы 


и — пт =0, 1-0, 
откуда 


Это и есть усломе параллельости двузь трямыхь при хакой- 
фтдио системь Декарновыйь коордииать. 

282. Рьшимь еще задачу, которая понадобится намъ еще впослфл- 
стаи: найти формулы преобразован координипь, есль зи новый ко- 
оруинатных плоскости приняты три пересъколщелея въ одной тточкь 
эмоскостиь 


Аз Втр =0,......, (416) 
АЕ Ви б-р, =0 ..... (4) 
Азв-Ё Ви бы -- Г. =0. .... . (18) 


Примемъ первую изъ этихъ плоскостей за новую плоскость =’ у’, 
вторую за плоскость #'2’”и третью за плоскость у’=. Обозначимъ 
координаты какой-либо точки’ (черт. 152) по отношенио къ ста- 
рымъ координатамъ черезь (м, у, 2), а по отношенно кв новымъ 
черезв (х’, у’, =). Изъ точки М опускаемъ перпендикулярь 2Р на 
новую плоскость &’ у". 

Длина его, какъ извЪстно, будеть 


ИР = + 2 (4=- Ви-- С 1), 


тдЪ В нормируюцщий множитель уравнен!я (416). Проведемъ’ прямую 
МЕ ‘параллельно новой оси :’, представляющей . пересЪчен!е плоско- 
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черт. 152. 


стей {417} и (418); тогда САРы”. Съ другой стороны ИР. > МКР. 
Но МКР равенъ углу © между осью 2’ и плоскостью 1”у’ уголъ 
этоть можемъ найти, зная уравневя нашей оси =” и плоскости я" у’. 


Такимъ образомъ, 


п 


= ЕМ= 6 (Ав В+ 2+. 


т 


Знакъ здьсь опредфлится выборомъ положительнаго направления 
‚ПИ 
на новыхъ координатныхь осяхь. Полагая 4 :- ‚= й, гдь й, оче- 
Зе 
видно, опредЪленная постоянная, найдемъ 


2 = (Аж Ву. С#- 1). 


Аналогичнымь образомъ найдемъ и остальныя формулы пре- 
образованя въ такомъ видЪ: 


УЕ (Аш -- Ву би- Ву, 
а ГА Ви би»), 


тДЪ опять таки №, 9 опредЪленныя постоянныя. 


ГЛАВА Х, 
Шаръ. 


283. Простьйшей поверхностью второй степени будетъ зварз. Урав- 
неше его легко выводится изъ опредълешя шара, какъ геометриче- 
скаго мЪста точекъ, равноотстоящихъ отъ данной точки ‘центра). 

Предположимъ, что оси координатъ прямоугольны; если коорди- 
наты центра С шара обозначимъ черезъ (а, 6, 6}, ращусъ его черезъ 
7 (черт. 158) и возьмемъ какую-либо точку № (т, у, =) на шарЪ, то изъ 


2 


Муз 


перт. 153. 
опредьленя шара найдемъ слфдующее выражен для радуса 
= Уве е=5 
или же 


ау 


{419) 


Это и есть искомое уравнен!е шара. 


284. Посмотримъ теперь, при какихъ усломяхь общее уравнене 
2-й степени относительно прямоугольныхъ координатъ 


Аз? + Ву? | С 20 ху + Вх + ЭАцуг + 
+ 20а + ЭРЫ... ... 490) 
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представляеть шаръ; такъ ‘какъ уравнеше (420) въ этомъ случа 
можеть быть приведено къ виду (419), то уравненя (419) и (420) экви- 
валентны, а потому въ нихъ соотвфтствующе коэффищенты пропорщо- 
нальны. Т, е. 


+ 
Первыя пять услов!й 
= В=- С, 


какв не заклочаюця ни координатъ центра, ни радуса шара, пред- 
ставляютъ необходимыя усломя, при которыхъ уравнене (420} можеть. 
представлять въ прямоугольной систем координать шаръ. Пока- 
жеуъ. что эти условя и достаточны, 

Дьйствительно, при выполнен! ихъ изъ остальныхь условй 
$421). найдехжь для (а, №, в, /*) конечныя и опредълениыя значеня 


ни 


При 2? >> 0 имфемъ дЪйствительный шаръ: при 7? -==0 имемъ 
шаръ нулевого радуса и при 1* < 0 — мнимый шаръ. 

Итакъ, уравнеше второй стенени отнованельно прамоутюльной сн- 
стены координать предетавляеть шаръ, свай въ немь отеупенеують 
члены въ произведойями перемьиныхь, в если козфбфиюенты у пвайра- 
2100; перемтиныхь равны между собою. 

Для опредзлешя координатъ центра и величины радуса шара, 
соотвфтсгвующаго уравненпо 


Аи орет Ву: НЫ-=0, . . . (422) 


дЪлимъ это уравнене на = и дополняемъ члены, содержание =, и, 2, 
до полныхъ квадратовЪ. 


Тогда уравнеше (422} преобразуется въ слфдующее: 


| - Пу (и+ 
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Сравнивая это уравнеше съ общимъ уравиемемъ шара (419), 
получимъ 


Перес$чен|я поверхностей 2-ой степенн съ плоскостями 
и прямыми. 


285. Перейдемъ теперь къ разсмотрЪнио общаго уравнен!я поверх- 
ностей, 2-й степепи, т. е. уравнешя 


Аз? 4 Ву’ + Се 20 лу + Ве р Ада + 
+ 20 = 2Еу 2 Н.=0. ...., (493} 


Ау, 3) 


Покажемъ прежде всего, что всякой съиен@ роверхноети 2-й ете- 
пени плоековнию предетавянств. коническое спите. 

Такъ какъ всякую плоскость можемъ принять за одну изъ коор- 
динатныхЪъ плоскостей. напр., за плоскость Оту, то намъ достаточно 
разсмотрЪть пересфчеше нашей поверхности съ плоскостью з == 0. 

Полагая 2 =0 въ уравнени (423), найдемъ уравнеше кривой 
пересфченя плоскости Озу съ поверхностью, отнесенное 'къ координа- 
тнымъ осямъ Оги Оу; это ‘уравнен!е будетъ 


Аа? + Ву? + 2Сзу + 20 ЗЕу+Н = 0, 


откуда и заключаемъ, что разсматриваемая кривая пересфчен!я пред- 
ставляетъь коническое сфчеше. ` 

286. Переходимъ къ разсмотрьнио пересЪчен!я поверхности 2.й 
степени съ прямой. 

Предварительно, однако, напомнимъ слЪдующее тождество, пред- 
ставляющее ничто иное. какъ  разложене въ строку Тэйлора поли- 
нома } (г. у, =), находящагося въ лЪвой части уравненя (423). Полагая. 
въ этомъ полиномв 


ана-ь  УОА 
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и располагая его по возрастающимъ степенямъ 1, ^, 0; найдемъ 


реььчьети = (ево + А у ЧЕЙ 


96” 66 
+ (а в + Ср + 2С И + 2Вио --2АШ, .... 94) 
а . . 
ГД ба’ 9 ` 96 числа, представляюция значения частныхъ производ- 
9 @ 9 
НЫХЪ 0, а, когда въ нихъ положимъ за, у Я=6. 
де’ ‘ди’ 9: ” ” 


Положимъ теперь, что поверхность 2-ой степени задана уравне- 
щемъ 


на 


ее (428) 
а прямая уравиешями 


х 


(ей.  вЬь 


ети . . . (426) 


Въ силу однозначной зависимости между координатами точекъ 
прямой и параметромъ $, для того, чтобы найти координаты точекъ 
пересфченя прямой (426) съ нашей поверхностью, достаточно найти 
значешя параметра !, соотвЪтствующия этимъ точкамъ пересьчешя. 

‚ Вели (х, },2} координаты одной изъ искомыхъ точекъ пересфченя, 
то, подставляя въ уравнене (425} вмБсто (>. и, 2) ихъ значепя (426), 
получимь уравнеше для опредфлены значенй 1, соотвтствующихъ 
искомымъ точкамъ пересфченя. Уравнеше это въ силу тождества 
(424) будетъ вида 


9% 


Ра-Е Е тье-Е нд = алые ( р ри = в ы) + 


+8 [МР -+ Ви? + Си? + 2Оий + 2Виь + 2А т ==0. . . (427) 


Изъ этого квадратнаго уравнен!я найдемъ два значеня для 
этимъ значенямъ будутъ соотафтствовать двЪ точки пересфчен:я пря- 
мой съ поверхностью, причемъ въ зависимости отъ того, будуть ли 
`соотвЪтственныя значеня { дЪйствительными или мнимыми, точки эти 
будуть дЪйствительными или мнимыми, 

Такимъ образомъ, приходимъ къ сл дующей теоремЪ: вельая прямая 
нереськаеть поверхность 2-ой стенени вз двухть точкахь, 

Число точекъ пересьченя какой-либо алгебраической поверхности 
СЪ любой прямой носитъ назван норлдка алгебраической поверхно- 
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сти. Изъ только что доказанной теоремы вытекаетъ, что поверхиосвие 
2-ой степени представллиять повертпослии 39 порпдка. 

287. Если уравнение (427) имфеть равные корни, то точки пере- 
сВченя разсматриваемой прямой съ поверхностью сливаются, и пря- 
мая касается нашей поверхности. 

Положимъ, что точка {а,/,е} лежитъ на поверхности, т. е. пред- 
ставляеть одну изъ точекъ пересбчешя; тогда {(и,5,6) = 0, и уравне- 
ие (427) имъеть олинъ изъ корней #, равный нулю; корень этотъ и 
соотвфтствуеть точкф (а,5, 6). Если теперь предположимъ, что прямая 
наша касается въ этой точкф иашей поверхности, то и второй корень 
уравнешя (427) долженъ равняться нулю, что, какъ нетрудно видЪть, 
будеть имфть мфсто лишь въ томъ, случаф, когда въ разсматривае- 
момъ уравнен: отсутствуетъ и членъ съ первой степенью $, 

Такимъ образомь, для того, чтобы прямая (426) касалась поверх- 
ности #(%, у, =0 въ данной точкБ (а,0,6), угловые коэффищенты 
прямой 2, №, » должны удовлетворять соотношеню 


д! д д! 
да То т" 


0...... (428) 


де 


Такъ какъ этому соотношеню удовлетворяетъ безчисленное 
множество значенй $, т, м, то, слЪдовательно, черезъ данную точку 
{@,6,е) поверхности можно провести безчисленное ‘множество касатель- 
ныхъЪ прямыхъ. 

Что же представляетъ геометрическое мЪсто этихъ касательныхь? 

Если {", }, 2) будутъ координаты любой точки какой-либо изъ 
этихъ касательныхъ, то въ силу уравненй (426) числа 


у— 68, — 6, 


пропориюнальны соотвЪтственно коэффищентамъ $ эн, п разсматри- 
ваемой касательной; такъ какъ зависимость (428) однородна относи- 
тельно {, т, п, то, замБняя въ ней Ь и, и числами, имъ пропорню- 
нальными, найдемъ что координаты любой точки какой-либо касатель- 
ной, проведенной въ точкЪ (а, 5, в) къ поверхности { (=, у, 2) = 0, 
удовлетворяютъ уравнению 


9! ГА 9. 

— а) +9 +е-9 0.... . (429} 

‹ 3 ‘ 95 % 

Сльдовательно, это уравнене и представляетъ уравнене искомаго 

теометрическаго мЪста. Уравнене это, какъ уравнене первой степени, 
представляетъ плоскость. 
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Такимъ образомъ, зоометрицескимь мъстомь касательных  кь по- 
веруноети Э0 порядуй, зрюведениыть  черезь данную сточиц, ложенцю 
4 новертиовти, служение  плоековних  пмоскоеть зна ности назваче 
„касательной ззювновти. 

288. Прямая, проведенная черезъ точку касанзя (а, 5, с} перпенднку- 
лярно къ касательной плоскости, называется нормалью. Уравнения ея, 
какъ прямой, проходящей черезъ точку (а, /, с} и перпендикулярной къ 
плоскости (429) будутъ, въ случа прямоугольной системы коорди- 
натъ, вида 


. (430) 


283. Мы нашли геометрическое мЪсто касательныхъ, проведенныхъ 
къ поверхности 2-го порядка въ какой-либо точкф, лежащей на этой 
поверхности. 

Найдемъ теперь уравиене геометрическаго мЪста касательныхъ, 
проведенныхъ черезъ какую-либо произвольную точку 17 (а, 6, с) про- 
<транства. 


М 


чернь. 154. 


Замфтимъ, что если прямая 


, и=Ь-+ ви, а=ефиь 
касается поверхности 
„Ах? -|- Ву? ОС: ху + 2Вяа 5 2А уе 
+22х + ЗУ 2Р5-- Н-=0, 
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то уравнеше 


(а, Бо 


-Р (АВ + Вата + би? + 2С ви + ов, т 24 лия) = 


имфетъ равные корни; а условмемъ равенства корней является услове 


(ны Ин 
ба 


— 41 (9, 5, ©) (АВ Виз -- би + ЗСри ф 2ВПь + ЗА ити) ==0, . (431) 


Этому условно удовлетворяеть безчисленное множество значенй 
1, т, и, слЪдовательно, изъ данной точки можно провести‘ безчиелен- 
ное множество касательныхъ къ поверхности 2-го порядка. Эти каса- 
тельныя образуютъ конусъ съ вершиной въ точкЪ 14 (а, Б, г}, который 
носитъ назван{е засазнельние конуса (черт. 154). 

Какъ найти уравнене этого касательнаго конус: 

Если (>, у,2) координаты любой точки на какой-либо образующей 
этого конуса, то онф удовлетворяютъ. уравненямъ этой образующей 


д—а 


причемъ [, т, в въ свою очередь подчинены условшо (431). Такъ какъ. 
послЪдияя зависимость однородна относительно 1, т, *, то въ ней 
можно замфнить ихъ числами, имъ пропоршюональными. 

Подставляя поэтому въ уравнеше (431) вмбсто !, м, в пропор- 
щональныя имъ числа я— а, у—5, 2-е, найдемъ уравнеше 


[ео че -9 ы АА ео 
Е 


+ В(у— В ба— 02+20 («чув + 28; (в е-9-+ 
244—299, .. 433) 


которому удовлетворяютъ координаты м0бой точки жакой-узодно каса- 
тельной, проведенной черезъ точку М (а, В, 6), т. е. любой точки раз- 
сматриваемаго касательнаго конуса. 

Такимъ образомъ, уравмене (433) н предетавляеть уравноще каса- 
зпельнато конуса къ повержновти Рю ‘порядка с вершиной в точь 
М (а, Б, 6). Такъ какъ уравнене (433) второй степени относительне 
координатъ, то этотъ конусъ представляетъ конусъ 2-го порядка, 
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Если бы уравнене (433) не удовлетворялось никакими дфйстви- 
тельными значешями коордииатъ за исключешемъ значей и==а, 
и=, :==е, то оно представляло-бы мнимый конуеь, Если введемъ 
въ разсмотрьше и мнимыя поверхности, то придемъ къ заключению, 
что черезь любую точку пространства можно провести касательный 
конусъ къ поверхности 2-го порядка. 

Если зозьмемъ точку 17 на самой поверхности, тогда { (а, 4, в} ==0 
и уравнеше (433) обращается въ уравнен{е 


И ниь ед 
(с ТИ ие -9 


или, что то же, въ уравнене 


а это знакомое уже намъ уравнен!е касательной плоскости въ точк® 
{", Л, ©), лежащей на поверхности. 

290. Замфтимъ, что уравнеше касательнаго конуса однородни отно- 
сительно трехъ многочленовъ,  линейныхъ относительно коордииатъ, 
именно относительно *— а, 4—й и 2—6, 

Докажемъ, что, вообще, сёл через <, 3, у обозначимь мноюнлены 


первой стеневи оуиюсптельно координатоь, ан, в. если положенв 


в = а -- бу са 4, Ваз бу аз, у ав Рау её + 4. 


но воякая завивимость | (25,8,7) ==0, однородная ознносианельно а, 3, 
зреденавляеть уравнеце хоничесгой поверхносяти, 


Въ самомъ дЪлЪ, соотношеше это мы можемъ представить въ 
вид 


)=о. д... 34 


ТДЬ я показатель однородности. Полагая -!- ==й, гдЪ й какая угодно. 


й 


постоянная, изъ уравненя (434), найдемь для --- р постоянныхъ зна- 


ченй 2, вы №, о 
Такимъ образомъ, координаты точекъ, удовлетворяюния уравнейямъ 


(335) 
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будуть удовлетворять и уравненйо (434) и наоборотъ. 
Уравнешя (435), которыя можемъ написать въ вид 


@— Н1=0, 3— м 


(и... 630) 


представляютъ прямую. 

Каково бы ни было значеше 1, а, слЪдовательно, и соотвЪтству- 
ющее значене #, прямая эта проходитъ черезь точку. координаты 
которой удовлетворяютъ одновременно уравнешямъ 


&=0 90, т= 


эта послЬдняя точка представляетъ точку пересЪчен!я трехъ плоскостей 
я уе та=0, 
ах фута а = 0, 


их 5 Бу в 6 4. = 0. 


Итакъ, уравнене (434) удовлетворяется координатами точекЪ лю- 
бой изъ прямыхъ (436), проходящихъ черезъ нфкоторую постоянную 
точку. 

Такимъ образомъ, высказанное нами положене доказано. 


Можетъ случиться, что ни для какихъ дЪйствительныхь значе- 
нй # уравнене (434} не даетъ дьйствительныхъ значенй }; тогда всё 
прямыя (436) мнимы и наша поверхность представляетв мнимый конусъ. 

291. Рьшимъ теперь такую задачу: найти зеометрическое мета 
касательнихь мъ иъкоторой повертноети 2-0 порлдка, проведенныхь парад- 
лелыю пъкоторому паправленйо, хараклиеризиемольу чнелами |, т, п. 

Изъ геометрическихь соображен!й ясно, что этимъ геометриче- 
скимъ мЪстомъ долженъ служить нёкоторый цилиндръ; цилиндръ 
„этотъ носитъ назване опъсаниаю или кавательнао цилиндра. 

Замвтимъ, что къ касательному цилиндру мы можемъ придти, 
предполагая, что вершина. какого-либо касательиаго конуса отпра- 
вляется на безконечность вдоль нЪкоторой прямой; тогда конусъ обра- 
тится въ цилиндръ, образующйя котораго параллельны прямой, вдоль 
которой вершина конуса двигалась на безконечность, 


Найдемъ уравнене описаннаго около’ поверхности 2-го порядка 
цилиндра, 


А. п. РШЕБОРСВИЙ, АНАЛИТИЧ, ГЕМЕПИЯ, 23. 
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Пусть образующия его’ нмють направлен, характеризуемое 
коэффищентами |, т, *, пусть далфе @,1,”) координаты какой-либо 
точки на одной изъ образующихъ, уравнешя которой можемъ, слЪдо- 
вательно, написать въ видЪ 


Е  уа+ы + 6 


Чтобы эта образующая касалась поверхности 2-го порядка, необ- 
ходимо, чтобы уравнеше 


ТЕ фа ЗН = 


4- (ав Вы? 4 Сиз -- ЭС + 2Вив + ЗАрнт) = 0 


имфло равные корни, а для этого необходимо, чтобы выполнялось 
‘услове 


( и ча =) — 4) (484 В 4 д 
9: 9% 8 


+ 20пн + ЭВ + ЗАтя) = 0. 


Послфднее равенство, въ которомъ # т, » имыютъ данныя зна- 
ченя, представляеть зависимость между координатами любой точки 
{, з. `ь взятой на какой-уюдио образующей цилиндра, описаннаго 
около нашей поверхности, т. е. представляеть уравнеше олисаниало 
цилиндра, образуюния которазо напъють направлеме, характиризуемое 
коэффициентами 1, т, т; замЪтимъ, что цилиндръ этотъ можеть быть 
и мнимымъ. 


292. Разсмотримъ теперь еще такую задачу: найти зеометрическое 
дъсто примьвиь, пролодящима ‘черезь точну М (а,.6, в) и переспгающить 
данную поверхиость Эмо порядка за безкопечности; направлене вся- 
кой такой прямой носитъ назван аснлитовнимескато направлешя. 


Если уравненя какой-либо изъ разсматриваемыхъ прямыхъ будуть 


ж=а-+ И, уже ии, я=е+ 9, 


то для того, чтобы эта прямая пересфкала поверхность 2-го порядка 
ыа безконечности, необходимо, чтобы уравнеше 


И )*+ 
да 95 де 
+ (ав + Ви? + баз + От + РВ + Ария) в=0..,.. (487) 


Гай, орви, оф) = Ра, 6, 6) + ( 
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имфло безконечное рёшеше, а для этого необходимо, чтобы коэффи- 
щенты 2, эн, п удовлетворяли условю 


АВ-- Вт? - Си? -- Сп Вит + Ант 0. . . . . (438) 


Эта зависимость однородна относительно 1, т, п, а потому мы 
можемъ замфнить въ ней [, т, ›, числами, имъ пропоршональными. 
Если (т, у, =) представляютъ координаты какой-либо точки на жакой- 
либо изъ прямыхъ съ асимптотическимъ направлешемъ, проходящей 
черезъ точку (а, Ъ, г), то 


а потому, подставляя въ (438) вмЪсто [, ж, ® соотвЪтственно 


з—а, УВ 2—6 


найдемъ уравнеше искомаго геометрическаго мЪста 


А {= — а)? + Ву ВС (:— в) +20 &—& у—+ 
2 и (и-—о +24, у—5 #—в) =0. . . (439) 


Уравнене это, какъ однородное относительно 
#—а, У—В, #—6, 


предётавляетъ конусъ и притомъ жонуе» 2-ю порядка. 

Если бы этотъ конусъ былъ описаяъ около нашей поверхности 2-го 
порядка, т. е. еслибы онъ ея касался, то, очевидно, вс® его точки каса- 
ня съ поверхностью находились бы на безконечности, такъ какъ 
каждая изъ образующихъ этого конуса имфла бы обЪ точки пересче- 
ня съ поверхностью на безконечности. 

Постараемся найти уравненше такого конуса, носящаго назваше 
асилинотическаю копуса. 

233. Пусть уравнене его будетъ (439). 

Съ друтой стороны, такъ какъ этотъ конусъ представляетъ ка- 
сательный конусъ, то его уравнеше должно приводиться къ виду 
{см, $ 289) 


АР (а, 6, Аба 0—9? + 
420, (&—а){у— 8} -28, 6—9 (:—0) +24, 9—5) 2—9} 


ам ТА И 
[в Фот 2%. 0. 
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Эти два уравнешя будуть тождественны лишь тогда, когда 
ножедествеино т. в. дал воьть зипцеий х, у, 2 имФеть мЪето равек- 
ство 

9 . 
а) ры 44-9 


{2 9 


а это возможно лишь тогда, когда координаты вершины конуса (а, 6, в) 
удовлетворяютъ усломямъ 


% — =0...... 440) 


Итакъ, если сущесивуеть такая точка (и, В, ©), кординаты хато- 
рой  удовлетворнють услобтиь (440), то  разематриваемал  товери- 
ность 2-0 порядка иметь пенмтининиивекй  копусь, п. ©. конуеь, 
касвюнийев ея на  бизконечиости, Бершиной пною копуса уже 
трика (а. Ъ, ). 

Съ этой точкой, называемой центром», мы скоро подробнфе по- 
знакомимся 


Даметральныя плоскости и даметры. 


294. Найдемъ тегерь уравнене д’аметральной пловкоети. т. е. нло“ 
скоети, преденаванючцей зеометричеекое  льето срединь пораллелиныхь 
между собою пордь, причемъ подъ хордой подразумЪвается отрзокъ 
прямой, заключаюнийся между точками пересфченя прямой ‘св по- 
верхностью 2-го порядка } (1, у, 2) = 0. 

Пусть (ть за) и (т, у,2.) представляютъ координаты концовъ 
какой-либо хорды, а (в, $, ©) координаты средины этой хорды, тогда 


а о =. 


р 
2 в=. 


в 


{441 


2 2 
Уравненя разсматриваемой хорды пусть будутъ 
х=а- И, у=е-р и, а=е- 1. 


Обозиачимъ черезъ В и {/, значеня параметровъ, соотвфтствую- 
ия концамъ разсматриваемой хорды, тогда 


м=а-+ и, 
и=Ь-ий, 


вещ, 


2. ай, 
ут, 


де-р- 


= 
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Складывая выражен{я для э1 и мь № И фь г: И 2: и обращая вни- 
ман!е на соотношеня (441), найдемъ 


аты=0, т (ВЫ) =0, вЫ =0, 


откуда въ силу того, что Ё,», в, одновременно равняться нулю не 
могутъ. имфемъ 


иЬ=0. 


Но 11+, представляетъ сумму корней уравнен!я, служащаго для 
опредъленя значен!й {, т, е. уравненя (427}, слЪдовательно, въ раз- 
сматриваемомъ случаЪ въ этомъ послЪднемъ уравнеми коэффищенть 
при ! долженъ равняться нулю. 

Итакъ, если (а, 8,6) представляютъ координаты средины разсмат- 
риваемой хорды, то онЪ непремЪнно удовлетворяютъ уравненю 


Е 


ия О. (0. 642) 


це 


Такъ какь при переходЪ отъ одной хорды къ другой, ей парал- 
лельной, коэффищенты #, т, п не измЪняются, то, сл довательно, соот- 
ношене (442) представляетъ зависимость между координатами средины 
любой изъ хордь съ направлешемъ 1, т, п, т.е. представляетъ урав- 
нене искомаго геометрическаго мЪста. Замъняя въ немъ координаты 
(1,5) черезъ (х, у, =), напишемъ это уравнене въ видЪ 


д! 9 91 _ 
ти, ТТ ==0.. ее (448) 


Какъ нетрудно видЬть, уравнене это представляетъ плоскость, 
которая носить назваШе ‹Наметральной плоскости, воприженной съ 
данными хор’ачи, или, какз зоворять, сопряженной съ направлещемь 
фт, п. 

295. Разсмотримъ нЪсколько частныхъ случаевъ. 

Если хорды параллельны оси я-овъ, то ихъ уравнен!я приводятся 
къ виду 


откуда находимъ, что для этихъ хордъ м =0 ил == 0, а, слЪдовательно, 
уравнене сопряженной съ ними даметральной плоскости будетъ 


д/ 


0. 
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Точно такъ же уравнеше д1аметральныхъь плоскостей, сопряжен- 
ныхъ съ направлешями осей у и 2, будутъ соотвътственно 


9} 
9 — 


296. Изъ уравнея даметральныхъ плоскостей (443) видимъ, что, 
каковы бы ни были коэффищенты 1, т м, уравнене это удовлетво- 


ряется координатами точекъ, удовлетворяющими одновременно урз- 
вненямъ 


9 


д/ 
в 0. 


02 


. (444) 


Точка координаты которой уловлетворяютъ тремъ послёднимъ 
уравненямъ, носить назван!е цеюнра разсматриваемой поверхности 
2-го порядка. 

Такъ какъ каждое изъ уравненй (444) представляеть плоскость 
и такъ какъ эти плоскости могутъ пересъкаться: 1) въ одпой точкЪ на 
конечномъ разстояни, 2) въ точкф, лежащей на безконечиости, 3) по 
прямой и, наконецъ, 4) могутъ совпадать, то отсюда видимъ, что по- 
версноети 2-10 ‘порядка моцриь напьть: 1) одитъ ценрь (центральный то- 
верхноени), 9} не имъть невпра или, что то же, зьмать безнонечно-уди- 
денный центрь Гповертноети безь центра), 3) нмъть прямую центрова и, 
пагонена, 4} имтииь цълую плосноеть центров. 

297. Покажемъ, что, вель поверхность 2-ю порндка пипеть прямую 
центровь, то она непремтъино биудеть цилиндричестой поверхностью, Примемъ 
эту прямую центровъ за ось 2-овъ и предположимъ, что наша поверх- 
ность задана уравненемъ 


— Аж + Ву? + СР + 2Сру + 2Вае 


Ре аще 


+ 2х + 2Бу-- 27 + Н == 


(445) 


Координаты любого центра въ разсматриваемомъ случаъ будутъ 
(0, 0, =), гдз = измняется оть - © до -- ®. Уравнешя, которымъ 
должны удовлетворять эти координаты, будутъ 
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Полагая въ этихъ уравненяхъ 5 = 0, у—0 и = какимъ угодно, 
найдемъ 


== Аз Е=0, 


Каждое изъ этихъ уравненй должно по условно удовлетворяться 
какими-угодно значенями 2, что возможно лишь тогда, когда они 
представляютъ простыя тождества, т. 6. когда 


В, б=вВ=Е 


Обращаясь къ уравненпо (445), видимъ, что въ этомъ случаЪ 
уравнене это не заключаеть координаты 2; слЪдовательно, оно пред- 
ставляетъ уравнен!е цилиндра, образующёя котораго параллельны оси 
зовъ, т. е. нашей прямой центровъ. 

298. Точно также можно доказать, что въ случаЪ, когда поверх- 
ность 2-го порядка имфетъ плоскость центровъ, она представляетъ 
пару параллельныхъ или совпадающихъ плоскостей. ` 

Для доказательства примемъ плоскость пентровъ за одну изъ 
координатныхь плоскостей, 'положимъ за плоскость Ожу, и напишемъ 
услов!я, что уравнен!я 


Я Яо 
ду 9= 


удовлетворяются значешями 2—0 и всфми значенями я н у оть 
— =: до +9. . 
Посльднее возможно лишь тогда, когда коэффищенты 4, В, С,, Ве 


д,, Р, Е, Рравны нулю, т. е. когда уравнеше поверхности имЪетъ Видъ 


а это уравнене представляетъ уравнеше пары плоскостей, параллель- 
ныхъ плоскости Озу. 

299. Прямая пересЪчен!я. двухъ д1аметральныхъ плоскостей носитъ 
назван е «метра поверхности 2-го порядка. ДЧаметръ и даметральная 
плоскость называются сонряженными, если даметральная плоскость 
дьлитьъ пополамъ хорды, параллельныя разсматриваемому дгаметру. 

Мы скажемъ, что три даметыю виньмно-воприжениы, если плоскость, 
протодящал через казте-либо два ‘изз миль, сопряженна въ третььмь, 
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300. Введемъ еще понят!е о дяметрь, сопряженное сз данной плоекоотыю 
ат + Ви 1248 =0. (с... (446) 


Для этого рынимъ слфдующую задачу; найти Фаметралную плое- 
кость, сопряженную съ какой-либо пордой, параллельной плоскости (446). 
Пусть уравнемями этой хорды будуть уравненя 


6 
С т 


ое 0%) 


Такъ какъ эта хорда, параллельна плоскости (446), то имЪемъ 
соотношеше 


#4 3+ пт 2. (448) 
Даметральная плоскость, сопряженная съ хордой (447), будетъ 


д [а 91 0. 
и Чиу= о; 


посл исключешя { при помощи (448) послфднее уравнене напишется 
ВЪ видЬ 


. (449) 


Измфняя |, п такъ, чтобы всегда удовлетворялось соотломеще 
(418), будемъ получать всевозможныя хорды. параллельныя плоскости 
{446). Но при перемфнныхъ значетяхь № и и, уравнеше (449) прех- 
ставитъ уравнене илчка пиоскостей, проходинуихь через прямую пересъиетл 
дьухь плоскоетей , 


(450) 


Какъ нетрудно видЬть, эти двЪ плоскости представляютъ двЪ 
ЗЭталетральныя плоскости, а, слфдовательно, прямая пересвчешя ихъ 
является д’а.метромь, который мы назовемъ, д’нетромь, соприжениыма 
въ плоскостью (446). 

Его уравнейя т.е. уравнешя (450) можно написать въ болЪе’ 


симметричномъ видЪ 


9 9 


ее 8) 


Изъ сказаинаго видно, что Фмиетромь, сопряжениымь „сь плое 
костью (446), явливтей °рлмап передьмешя всьть Фиистральниха илоско- 
стей, вопряженныхь въ хордами, параллель. ми плоспости (146). 
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301. Въ геометр!и ма плоскости мы видфли, какъ, выбирая соотвЪт- 
ственнымь образом» координатныя оси. можно привести уравнене 
кривой 2-го порядка къ простьйшему виду. 

Совершенно такъ же при спешальномъ выборЪ`координатныхъ 
осей приводятся къ простъйшему виду и уравненя поверхностей 2-го 
порядка, 

Примемъ за ось х-овъ какую-либо прямую, а за плоскость Оуг 
дламетральную плоскость, сопряженную съ этой прямой. 

Пусть уравнене ‘нашей поверхности будетъ 


1 (т, у, 2) = Ая? Ву СР 2Слу + 2Ве + А 
ре Ву + ЗН 0... . (459) 


Уравненше д!аметральной плоскости, сопряженной съ направле- 
щемъ оси я-овъ, какъ мы видЪли, таково: 


9 й 
1 2 (де бу Ва 0... . (4853) 
9х 

Такъ какъ при нашемъ выборЪ плоскости Оут это уравнеше 
должно обратиться въ уравнеше х =0, то отсюда заключаемъ, что въ 
разсматриваемомъ случаЪ 


== р=0. 
Такимъ образомъ, сли за плоскоень Оуг мринтиа Фюметраль- 


чая плоскость, сопряженния съ направлыйемь оеш 3-06, по уравнеме 
поверхновни приводится въ виду 


Ресль я) == де -р ВР С Аи Ву ЕН 0, . 3; (454) 


т, © не заключаетъ координаты х въ первой степени. 

Если въ уравнени (454) положимъ.х = 0, то найдемъ уравневе 
сфченя нашей поверхности плоскостью Оу», отнесенное къ осямъ 
Оуи 02; уравнене это будетъ 


Ф (№ 2) = Ву + Са + Аг -- 2Ву +22 + Н =0. . . (455) 
ЛПоложимъ; что въ этомъ уравнеши не всЪ коэффишенты при 


членахъь второго измфрен/я, т. е. не всЪ козффищенты В, С, № равны 
нулю; въ э.омъ случа, какъь извЪстно изъ плоской геометр, мо- 
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жемъ привести уравнеше кривой (455) къ одному изъ видовъ 


Ву сн’ 


5, Буа 


0 (456) 


въ зависимости отъ того, будетъ ли кривая (455) центральнымъ кони- 
ческимъ сфченшемъ, параболой или парой параллельныхъ прямыхъ. 
Преобразоване уравненя (455) къ виду (456) сводится къ пере- 
несенно начала координать въ вЪкоторую точку 0’и къ повороту 
осей до совпаденя съ осями О’у и О’. 
Замфтимъ, что уравнеше (454) можетъ быть написано въ видЪ 


ди. 


Перенося теперь начало координати въ точку (’, принимая за 
новыя координатныя оси прямыя 0’, О и О’’, причемъ ‘за пря- 
мую (’х’ примемъ прямую, параллельную прежней оси Ох, а, слзо- 
вательно, нм5ющшую направлене, сопряженное съ плоскостью 0: или, 
что то же, съ плобкостью (уз, преобразуемъ уравнене (457) въ одно 
изъ слфдующихъ: 


А ВС 0... . 458) 
о 0, 59) 
Аа 4 ВУЗ 0... (400) 


До сихь поръ мы предполагали, что въ уравнени (454) хоть 
одинъ изъ коэффищентовъ В, С, А; отличенъ отъ нуля; если теперь 
предположимъ, что вс эти коэффищенты равны нулю, то уравнене 
(455) сможемъ всегда привести къ виду 


2’ = 0, 
а, слЬдовательно, уравнене (454) къ виду 
Да 2Е у = 0... (461) 


Наконець, если въ уравнен!и (454) всЪ коэффищенты за исклю- 
чещемъь 4 и Я равны нулю, то уравнене это приводится къ виду 


НО. ее 62) 


д. 


Такимъ образомъ, помощью преобразованя координатъ всегда 
можно привести уравнене поверхности 2-го порядка къ одному изъ 
видовъ (458), (459), (460), (461), (462). 
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Замвтимъ, что всегда можно при этомъ подобрать оси О’х’, 
О’у, Оз’ такимъ образомъ, чтобы оси эти были взаимно перпенди- 
тулярны. * 

Доказательство этого положеня приведемъ дальше, а пока раз- 
смотримъ, каковъ будетъ видъ поверхностей 2-го порядка, соотвЪт- 
ствующихь каждому изъ указанныхь уравненй. Для удобства въ 
этихъ уравненяхъ будемъ писать х, и, 2, вмЪсто з', у, #'. 


Цилиндрическ!я поверхности. 


302. Что касается уравнен!я (462) 
Ла? -- Н=0, 


то это уравнене представляетъ пару плоскостей, параллельныхъ пло- 
скости уг, причемъ, если коэффишенты 4 и Я имыюотъ разные знаки, 
эти плоскости дфйствительны, если же знаки ихъ одинаковы, то пло- 
скости эти мнимы; наконецъ, въ частности, когда Н ==0 обЪ плоско- 
сти совпадаютъ съ плоскостью уе. 

Переходимъ къ разсмотрЪфнно уравнен!й (460) и (461) 


д-р ВИ =о д -2Еу==0. 


Такь какъ каждое изъ нихъ не заключаетъ координаты &, то оно 
представляетъ нилинюрическую зовертноеть, образуюния которой парал- 
лельны оси 2-овЪ. 

Каждое изъ этихь уравненй, разсматриваемое какъ уравыене 
кривой въ ‘плоскоети у, представляетъ уравнене сЪфченя соотвЪТ- 
ствующаго цилиндра плоскостью 2у. 

303. Разсмотримъ подробнЪе эти уравнешя, причемъ начнемъ съ 
‘уравнен1я 

д Ви Н=-0. 


Пусть знаки у Ли В одинаковы, причемт, можемъ предположить, 
что оба эти числа положительны. Если и коэффишенть Н тоже по- 
ложителенъ, то уравнеше наше ве удовлетворяется никакими дЪйстви- 
тельными значешями х и у, слфдовательно, представляеть инимую 
пилиндрическую зовертиоеть 

Такь какъ его сЪчеше плоскостью ху представляеть мнимый 
эллипсъ, то его и называютъ лаилеямь элянитическимь илиндромь. 

При Н = 0 уравнене наше можеть быть представлено въ видЪ 


И 


А Ве 
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‘и, слЬдовательно. распадается на два 


и 


«ИА + ЧЕ — Ва 0, Иа фу И-В-:0. 

Эти два уравненя при А>би В >60 представляютъ въ неро. 
съкаюнилея  мнамыя плоскости.  Екинственными  дЪйствительными 
значемями 2 н у, удовлетворяющими этимъ уравненямъ, будутъ зна- 
ченя 0, /=0, т. е. координаты точекъ оси 5“овЪ. 


Предположимъ теперь, что при 4 >20, В> Окоэффищентъ # < 0. 
Уравнеше 


АР ВРЬН 


представляетъ въ этомъ случаЪ въ плоскости ху эллипсъ, а соотвфт- 


ствующая цилиндрическая поверхность представляеть эалнитнчесый 
налиидрь (черт. 155}. 


Полагая 


я 


Если оси ‘оординатъь прямоугольны м а? ==", то уравнеще 
наше представляеть въ плоскости ау кругъ, въ пространствЪ кру- 
говой цилиндръ. 
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304. Переходимъ къ случаю &В < 0. Разсматриваемое уравнеше 
при Н $0 представить в» плоскость лу гиперболу, а въ простран- 
ств гиперболичесьй цилиндръ (черт. 156). 


черт. 155. 


Предполагая, что 4 > 0, В<0и Н<О и полагая 


— 1=0. 


Если бы при В < 0, мы бы имЪли, что Н == 0, то, какъ легко видЪть, 
‘уравнене наше соотвЪтствовалобы парз дьйствительныхъ плоскостей, 
пересзкающихся по. оси 2. 

305. Мы знаемъ, что координаты центра поверхности 2-го по- 
рядка # (=, у, 2) =0 опредъляются изъ уравненй 


Жо мо 
9 у“ 


95 


въ случаЪ, когда 


Горя = 4 4 Ву? + Н=0, 
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уравнен!я эти приводятся къ двумъ 


откуда заключаемъ, что разсматриваемые цилиндры наши имфютъ пря- 
ую ценпровь, совпадающую съ прямой х -= 0, у = 0, т.е. съ осью 2-овЪ. 
306. Переходимъ къ уравненио 


45 -|- 2Ву—=0. 


Въ плоскости ху уравнеше это представляетъ параболу, щаметрь 
которой совпадаетъ съ осью уовъ; въ пространств» же это уравнене 
соотвфтствуеть цилиндру съ образующими, параллельными оси з-овъ; 
цилиндръ этотъ поситъ назваше параболичеенто цнлиидра (черт. 157). 

Уравненя для опредфленя центра приводятся къ виду 


—=2В==0, 


черт. 157. 


Такъ какъ Е отлично отъ нуля, то, слЪдовательно, наша поверх- 
ность центра не имфетъ или, вЪрнЪе, имфеть безконечно-удаленную 
прямую центровъ (см. $ 274). 


Центральныя поверхности. 
307. Разсмотримъ теперь уравнене 


Аа Ву са Н=0....... (463) 
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Мы предполагаемъ, что здфсь ни одинъ изъ коэффищентовъ 4, В, 7 
не равень нулю, ибо иначе мы имфли бы уже разсмотрЪнный 
нами раньше случай, 

Нетрудно видфТь, что разсматриваемыя нами поверхности имъють 
центръ. 

Въ самомъ дёлЪ уравнеШя. служания для опредфленя коорди- 
натъ центра, въ настоящемъ случаз имфютъ видъ 


97. 
9: 


20===0, 


откуда заключаемъ, что поверхность (463) имветъ одинъ цёнтръ, лежаний 
въ началв координать. Вотъ почему поверхности, соотв$тствуюния ура- 
внешямъ разсматриваемаго типа, носятъ назван!е. центральныть. 
Будемь теперь дЪлать различныя предположеня относительно 
коэффищентовъ въ уравнении (463). 
308. Если въ разсматриваемомъ уравнеши коэффишенть Н равенъ 
нулю, то оно обратится въ 


А ВОО... (464) 


Посльднее уравнеше однородно относительно координатъ, а, 
слфдовательно, представляетъ конуеь съ вершиной въ началЪ коорди- 
натъ (см. $ 290). 

Если при этомъ всф коэффищенты А, В, С одиого знака, то ни 
одна система дЪйствительныхъ значенй 2, у, г, кромЪ значе 


0, 


Ея 


у 


не удовлетворяеть нашему уравневю. Такимъ образомъ, въ этомъ 
случаЪ это уравнене представляет „иинвый конуез. 

Если при соблюдеши услошя Н = 0 знаки у коэффищшентовъ 
А, В, С не одинаковы, то уравнеше наше представляеть дийетви- 
энельный конуса. 

Не нарушая общности, можемъ, напримЪръ, положить, что Чи В 
положительны, а С отрицательно. 

Пблагая 


дл, ВА С и 


а? Ба [ыы 


приводимь уравневе (464) къ виду 


п = 
И) 
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Изсльдуемъ форму этой конической поверхности. 

Дяя этого будемъ разсматривать сфченя нашей поверхности 
плоскостями параллельными плоскостямъ координатъ, 

Разсмотримъ сЪчен!я плоскостями, параллельными плоскости лу. 

Уравненя сЪчешя будутъ, 


м 
тм 


Исключая изъ нихъ 2, получимъ уравнеше проекыЙ нанюго 
сЪчешя на плоскость ху, отнесенное къ осямъ Охи (и 
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Такъ какъ плоскость сВчешя и плоскость проекши параллельны 
то эта проекщя, очевидно, тождественна съ самимъ сфчешемъ. 

Каково бы ни было значеше №, уравнеше (460) представляеть 
уравнеше эллипса,” для котораго оси Ог и Оу служатъ парой сопря- 
женныхъ даметровъ. причемъ съ увеличешемъ абсолютнаго значены 
эти даметры будутъ увеличиваться. При й =0, т. е, когда плоскость 
сфчешя будетъ плоскостью Оги, сЪъчене представитъ точку. 

Итакъ, всЪ съчешя нашего конуса плоскостями, параллельными 
плоскости Оги, представляють элянисы. 

Изслвдуемъ сЪченя поверхности плоскостями, параллельными 
плоскости 12, т. е. плоскостями у-=-*. Уравиен!е проекщи какого- 
либо изъ этихъ съчешй на Плоскость 22, отнесенное къ осямъ Ох и 
0г, будетъ 


ГС 


и представляетъ, очевидно, гиперболу, дЪйствительный д1аметръ ко- 

торой совпадаетъь съ осью =-овъ. При ==0 уравнене наше предста- 

вляетъ пару пересЪфкающихся въ началф координатъ прямыхъ. 
Совершенно аналогичнымъ образомъ найдемъ, что сЪчен:я нашего. 

конуса плоскостями, параллельными плоскости у2, будуть знтерболы. 
30$. Пусть теперь въ уравнени 


да? + В+ ба + Н-=0 


коффищенты 1, В, С имъють одинъ и тотъ же знакъ, и Н отлично 
отъ нуля и имЪетъ знакъ, противоположный знаку остальныхъ коэф- 
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фншентовъ; полагая 


А г в 1 
Я ИО № 


приведемъ уравнеше поверхности къ виду 


Е 


он. (67) 


СоотвЪтственная поверхность носитъ назван!е эллннесида. 

Чтобы найти форму эллипсоида нужно изслфдовать сфченя его 
плоскостямн, параллельными координатнымъ плоскостямъ. 

Уравненя сфченй эллипсоида какой-либо плоскостью, параллель- 
ной плоскости ту, будутъ: уравнене (467) и уравнеше 5 исклю- 
чивъ изъ НИХЪ :, найдемъ уравнеше проекщи этого сфченя въ пло- 
скости «и, отнесенное къ осямъ 0х Оу; уравнене это будетъ 


Легко видЪть, что это уравнеше представляетъ эллипсъ пока 


Шен 


при й -с уравнене (468) обратится въ 


и удовлетворяется единственными дёйствительными значенями 


2 = 0, = 0. 
Итакъ, сфченя эллипсоида (467} плоскостями ей —@е 
представляютъ точки съ координатами (0, 0, с) и (0, 0—е}; если № 


будеть больше е или меньше —е, то уравнене (468) представляетъ 
МНИМЫЙ ЭЛЛИПСЪ. 


Отсюда заключаемъ, что эллипсоидъ, заключенъ внутри области, 
ограниченной плоскостями 


Точно такъ же покажемъ, что сфченя эллипсоида плоскостями, 
параллельными плоскостямъ 


и и:, будутъ эллипсы и что эллипсоидъ 


А. П, ИШЕВОРСК ы т. 24 


АНАЛИТИЧ. ГЕО 
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нашуъ заключается внутри области, ограниченной плоскостями 


черт. 128. 


Если координатныя оси прямоугольны и, если двЪ изъ по- 
стоянныхъ а*, 42, с? равны между собою. напримЪръ а* == 62, тогда сЪченя 
плоскостями, параллельными плоскости ху, какъ это видно изъ (46.}, 
будутъ кругами. Въ этомъ случаф разсматриваемый эллинсоидъ можетъ 
быть образованъ вращенемъ эллипса 


1“ 
+ 


около оси 2-овъ. 
Онъ носитъ название эллинеонда зраценя. 
Если всЪ три постоянныя а?, $", с* равны между. собою и оси 
прямоугольны, то уравнене (467) обращается въ 


и 


и представляеть шара. 
Замфтимъ, что посгоянныя а, ©, г. которыя можемъ считать по- 
ложительными, и которыя представляютъ длины отрфзковъ, образуе- 
мыхъ поверхностью на осяхъ координатъ, въ случаЪ прямоугольной 
системы координать носятъ назване полуосей. Когда. эти постоян- 
нНыЯ различны, эллийсоидъ носитъ назване зпретоснаю. 
310. Пусть въ уравнени 


А=- Вет Се-+Ы-==0 
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коэффишенты 4 и В положительны, а Си Н отрицательны; полагая 
тогда 


гл, а, ®, с положительныя числа, приведемъ разсматриваемое урав- 
ненше къ виду 


669) 


—= 


Уравнене это представляеть такъ называемый однополый зииер- 
болоидз (черт. 159 и 160). 

Разсмотримь сфчешя его плоскостями, параллельными коорди- 
натнымъ плоскостямъ. Проекщя на плоскость зу его сфчешя какой- 
либо плоскостью, параллельной плоскости зу’ (черт. 159), т.е. пло- 
скостью 1, будетъ дана по-отношенйю къ осямъх и у уравненемъ 


ие. 4) 


ай 


Уравнене это представляетъ эллипсъ, отнесенный къ сопряжен- 
нымъ д1аметрамъ, длины которыхъ увеличиваются съ увеличенемъ 


черт. 159. 
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по абсолютной величин /: въ самомъ дЪлЪ, послфднее уравнене 
можемъ представить въ вид 


а это эллипсъ, величины полудаметровъ котораго ч”и #' раввы со- 
отвЪтственно 


Уравиеше проекщи па плоскость 2 сфченя нашей поверхности 
плоскостью, параллельной плоскости „5, т е. какой-либо плоскостью 
у = #, будетъ 


ег 41) 


Уравнене это представляетъ гиперболу, причемъ, пока & 52, 
т. е пока А заключается въ предълахъ — фи -- 0, гиперболы эти 
имыюоть дЪйствительнымъ даметромъ ось х-овъ. Съ увеличешемъ 
по абсолютной величииь # отъ 0 до 6 величины дЪйствительнаго и 
мпимаго даметра уменьнаются; при '# -- +-# уравиеше (471) вт, пло- 


скости представляетъ уравнеше. двухъ прямыхъ 
х ро 
9 = 0, выд 
а в “ 


Когда же 1? >> 62, уравнеше (471) представляетъ гиперболу, дьй- 
ствительный даметръ которой совпадаетъ съ осью 2.овЪ. 

При этомъ величины полудаметровъь при увеличеши &? уве- 
личиваются. 

Аналогичнымъ образомъ найдемъ, что сфчеше однополаго гипер- 
болоида какой-либо плоскостью, параллельной плоскости у:, т. е. 
плоскостью 2 =, будетъ гипербола, дъйствительный даметръ кото- 
рой параллелень оси у-овъ пока 0*< «1 и параллеленъ оси 2-овъ, 
когда 97? а; при 9 = а* разсматриваемое счеше обращается въ 
пару прямыхъ, 

Такимъ образомъ, видимъ, что, во первыхъ, наша поверхность 
имфетъ точки на безконечности и, во вторыхъ, что на ней находятся 
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четыре пары прямыхъ, представляющихь сфченя поверхности пло- 
костями 


черт. #00. 


Мы увидимъ впослЪдстви, что на этой поверхности находится 
безчисленное множество прямыхъ. 

Какъ и въ эллипсоидЪ, въ случаЪ прямоугольныхъ координатъ, 
числа а, &, с носятъ названйе молуюсей, причемъ число с представля- 
еть мнимую полуось, а числа а,  дЪйствительныя полуоси, Какъ и 
въ случаф эллипсоида, послфдныя два числа представляютъ длины 
отрЪзковъ, образованныхъ поверхностью на осяхъь 0х и Оу. Если 
а=0, то какъ видно изъ (469) съчешя поверхности плоскостями, 
параллельными плоскости у, будутъ представлять (въ случаЪ прямо- 
угольной системы координатъ} круги: тогда поверхность можетъ быть 
образована вращешемъ гиперболы 


около оси =-овъ. Въ этомъ случаф поверхность наша носитъ назван 
однопслео знперболоида вращешя. 


374 


311. Пусть въ разсматриваемомъ уравнен:и центральной поверх- 
ности коэффицеить 4 положителенъ, а остальные коэффищенты от- 
рицательны, 

Полагая 


ен (472) 


Соотвфтствующая поверхность носитъ назване двунолазо ›инер- 
болоида (черт. 161). 

Разсмотримъ сфчешя этой поверхности плоскостями, параллель- 
ными плоскости уг, т. е. плоскостями я ТВ Исключивъ ж изъ послЪд- 
няго уравненя и уравнемя (472), найдемъ уравнене проекции: со- 
отвЪтствующаго сфченя на плоскость /:; уравнеше это, отнесенное 
къ осямъ Они (95, будетъ 


2 


а 


еее, 473} 


Пока !" < а?, т. е. пока й заключается въ предфлахъ отъ 
до -- а, уравнеше (473) представляетъ мнимый эллипсъ, откуда заклю- 
чаемъ, что наша плоскость д при услови ай < +а не 
пересъкаеть разсматриваемой поверхности. Другими словами, въ’ 
засти пространства, заключенной между плоскостями х=—фаи 
х= + а, нёть точекъ нашей поверхности. При # = + а, какъ легко 
видЪть, уравненно (473) удовлетворяютъ изъ дЪйствительныхь зна- 
ченй уи = только значешя у=0, # = 0. Такимъ образомъ, сфченя 
нашей поверхности плоскостями х = и х == — а представляютъ со- 
отвЪтственно точки (а, 0, 0} и (-- а, 0, 0), лежания на оси х-овъ. 

Когда 4? > и1, уравнеше (473} представляетъь эллипсъ, даметры 
котораго совпадаютъ съ осями у-овъ и =-овъ. Величина этихъ дгамет- 
ровъ увеличивается съ увеличенемъ #2. 

Переходимь къ разсмотрнНо сЪчешй плоскостями, параллель- 
ными плоскости ху, т. е. плоскостями : == #. Уравнене проекщи этого 
сфченя на плоскость ху, отнесенное къ осямъ Ох и Оу, будетъ 


(474) 
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Уравнене это представляетъ гиперболу, отнесенную къ сопря- 
женнымъ д!аметрамъ, причемъ дЪйствительнымь даметромъ служитъ 
ось х-овъ, а мнимымъ ось у-овъ (черт. {161). 


черт. 161. 


Когда # будетъ увеличиваться по абсолютной величин%, то длины 
даметровъ гиперболы, какъ это видно изъ уравнены (474), будуть 
тоже увеличиваться. Аналогичнымъ образомъ убЪдимся, что сЪченя 
плоскостями у=у будуть представлять гиперболы, дЪйствительныя 
оси которыхъ параллельны оси х-овъ, а мнимыя— оси 2-овъ. 

Такимъ образомъ, видимъ, что двуполый гиперболоидъ предста- 
вляетъ поверхность, состоящую изъ двухъ отдЪфльныхъ частей, каж- 
дая изъ которыхь иметь безконечно-удаленныя точки. Въ случаЪ 
прямоугольной системы координатъ постоянныя а, 5. се носять на- 
звашШе нолуосей, причемъ постоянная а представляеть дьйетвитель- 
ную, а постоянныя Ви с мнимыя полуоси. 

"Если мнимыя полуоси равны, т. е. если’ 5% == 6, то, какъ это 
видно изъ уравненя (473), сЪчен!я нанего гиперболоида плоскостями 
х==й представляютъ круги; ‘гиперболоидъ въ этомъ случаъ можеть 
быть образованъ вращешемъ гиперболы 


около дЪйствительной оси и носитъ назван!е двунолаго титерболондаи 
вращеня. 

312. Обращаясь къ общему уравненно центральныхь поверхно- 
стей, приведенному къ виду 


Ах ВСН, 
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видимъ, что д!аметральной плоскостью, сопряженной съ направлешемъ 
оси х овъ будетъ плоскость, уравнене которой 


Е 2х 


т. е. плоскость 42; точно также найдемъ, что д1аметральными пло- 
скостями, ‘сопряженными ‘съ направлешями осей у-овъ и 2-овъ будутъ 
соотв®тственно плоскости хз и уз. Такимъ образомъ, по. отношенно 
къ нашей поверхности плоскости ху, х2 и у2 представляютъ три` д!а- 
метральныя. плоскости, обладаюния тЪмъ свойствомъ, что каждая изъ 
нихъ представляеть даметральную плоскость, сопряженную съ на- 
правлешемъ прямой пересъчешя двухъ другихъ. Такя три. дамет- 
ральныя плоскости, какъ мы уже говорили, носятъ назван:е трех 
взапино-вопрлженныхь даметральныхь пиогковтей, а прямыя ихъ пере- 
сЪчешя носятъ назваше опрезо взапмно-сопряженныте Фаметровь; 


Въ числБ этихъ взаимно-сопряженныхь даметральныхъ плоско- 
стей центральныя поверхности им/мютъ, по крайней мВр%, одну систему 
взанмно перпендикулярныхь между собою даметральныхъ плоскостей. 
Эти плоскости называются зааеныма Фамепральными зьлоекостяий или 
лаекоетяля стьмменули данной поверхности; прямыя пересёчен>я ихъ 
носятъ назван ю зчавныхь Фаметровь или осей повертиоети. 


Легко видЪТь, что мазныя Фаметральныя плоскости дълите попо- 
лазь торды, тъ мила перпендикулярных. 


Въ самомъь дЪлЪ, каждая изъ главныхь джаметральныхъ плоско. 
стей, представляеть даметральную плоскость, сопряженную съ напра- 
влешемъ прямой пересвченя двухъ другихъ главныхъь д!аметраль- 
ныхъ плоскостей. а эта прямая, по самому опредфленно главныхъ д!а- 
метральныхъ плоскостей, перпендикулярна къ разсматриваемой глав- 
ной даметральной плоскости. 


Только, что указанное свойство главныхь д!аметральныхь пло- 
скостей принимаютъ за ихъ опредфлене, т, е. мавиьмы Ф’аметраль- 
зил плоскостилиь называнлиь плоскости, бнляиия пополама пертендику- 
илрный 165 нимз хорды, 


ЗамЪтимъ, что центральныя поверхности, вообще говоря, имъютъ 
три главныя даметральныя плоскости, составляюцщия систему трехъ 
взаимно-сопряженныхь д!аметральныхь плоскостей, и только поверх- 
ности вращенй имъютъ безчисленное множество главныхь мамет“ 
ральвыхь плоскостей, Общую теорно главныхъ даметральныхъ пло- 
скостей изложимъ дальше, 
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Новерхности безъ центра. 


313. Намъ остается разсмотрфть поверхности, уравнен!е которыхъ 
можетъ быть приведено къ виду 


де Ву ве, (5) 


причемъ ни одинъ изъ коэффишентовъ 4, В, № не равенъ нулю. 
Легко показать. что поверхности эти центра не имъютъ. 
Въ самомъ дЪлЪ, въ разсматриваемомъ случав уравнения, служа- 
ия для опредьлешя координатъ центра, имЪютъ видъ 


8 


9 


= А’ = 


такъ какъ Г+0, то отсюда и слфдуетъ, что разсматриваемыя поверх- 
ности центра не имфютъ или, вфрнфе, имъютъ безконечно удаленный 
центръ. Не нарушая общности, можемъ считать коэффишенть .4 по- 
ложительнымъ; далЪе, выбирая опредфленнымъ образомъ положитель- 
ное направлеше на оси 2. можемъ считать коэффищентъ Ё'отрица- 
тельнымъ (если бы Г было > 0, то слфдовало бы измфнить направлене 
оси = на обратное}. 


Въ зависимости отъ того, будетъ-ли коэффищентъ В положитеёль- 
вымъ или отрицательнымъ, будемъ имфть два случая. При В > 0 
можемъ положить 


(2. 6%) 


и представляетъ такъ называемый эллианнииескй параболонь (черт 162) 

Чтобы имфть представлене о формЪ его, какъ и въ предыдущихъ 
случаяхъ, будемъ разсматривать сфченя нашей поверхности плоско. 
стями. параллельными координатнымъ плоскостямъ. Проекшя на пло» 
скость 2у сфчешя нашей поверхности какой-либо плоскостью, парал- 
лельной плоскости ау, т. е. плоскостью 2 ==й, будеть имфть по отно- 
шенйо къ осямъ Ох и Оу уравнене 


нес 477 


{78 


при # < 0 это уравнеше представляеть мнимый эллипсъ; отсюда за- 
ключаемъ, что въ области отрицательныхь значенй координаты = 
точекъ нашей поверхности нфтъ; при й-=0, т. е. при сЪчеШи нашей 
поверхности плоскостью му уравнеше (477) удовлетворяется единствен- 
ными дЬйствительными значенями х==0; у-=0. т. е. сфчеше наше 
представляетъ точку (0, 0, 0). При # > 0 уравнене (477) представляетъ 
эллипсъ, причемь съ увеличенемъь. й до + <> оси соотифтствующихъ 
эллипсовъ безгранично увеличиваются. 

Перейдемъ къ расмотрфипо сфчешй плоскостями, параллельными 
плоскости хг, т. е. плоскостями у = *, 

Уравнен!е проекщи какого-либо изъ этихь сзчешй на плоскость 
хз, отнесенное къ осямъ Ох и Оз, будетъ, очевидно, 


1478) 


черт, 162. 


Это уравненНе при какомъ угодно значенш А представляеть 
параболу (черт. 162), одинъ изъ даметровъ которой совпадаетъ съ 
осьыо =-овъ; притомъ, какь это явствуетв изъ уравненя (478), пара- 
бола эта обращена отверстемъ въ сторону положительнаго напра- 
вленя оси 2-овЪъ. 

Аналогичнымъ образомъ убфдимся, что сфчеНя плоскостями х==9 
прелставляютъ параболы, даметры которыхъ параллельны оси 2овъ; 
всЪ эти параболы обращены отверстйями въ сторону положительнаго 
направления оси &-овъ. р 
Если предположимъ, что оси координать прямоугольны и что 
$", то изъ уравненя (478) увидимъ, что сфчешя плоскостями 
=== будуть представлять круги. Параболоидъ въ этомъ случаз 


37% 


образованъ врашещшемъ параболы 


— 2 


около оси симмети и носитъ назван е эмдлизиниениее параболонда- 
арещени. 
314. При АВ < 0 можемъ положить 


1 


и? 


а—= 


ен (97% 


Соотвфтствующая этому уравненно поверхность носить назване 
зинерболическаю параболоиди (черт. 163 и 164). 

Уравнеше проекщи на плоскость 2у сфчешя нашей поверхности 
плоскостью ===, отнесенное къ осямъ Ох, бу, будетъ вица 


. (480; 


Когла & <. 0 уравнеше это представляетъ гиперболу, отнесенную 
къ сопряженнымъ даметрамъ, причемъ дЪйствительный даметръ 


черт. 163. 
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совпадаеть съ осью у-овъ: при й-=0 уравнене (480} распадается на 
два 


т. е. соотвфтствующее сфчеше плоскостью ху будетъ представлять 
пару прямыхъ. При # > 0 уравнешще (480) представяяетъь гиперболу. 
дъйствительный даметръ которой совпадаетъ съ осью х-овъ. 

Такпмъ образомъ, свченя плоскостями 2=й представляютъ 
гиперболы, причем» при # < 0 одинь изъ дЪйствительныхь дамет- 
ровъ параллелень оси у-овъ (черт. 163), а сопряженный съ нимъ 
параллеленъ оси х-овъ, при # >. 0 дЪйствительный даметръ парал- 
леленъ оси т-овъ. а сопряженный съ нимъ мнимый параллеленъ’ оси 
и-овъ. Наконець, при #& -=0 нзелфдуемое сфчеше представляеть пару 


черт. 164. 


Перейдемъь къ изученио сЪчешй разсматриваемой поверхности 
ил^скостями у==й. Уравнеше проекщи этого сЪчейя на плоскость 
дз по отношенйо къ осямь Оги 02 будеть 


9 № 
и’ 


Уравнеще это представляетъ параболу. направленную отверемемъ 
въ сторону положительныхь я-овЪ и имфющую даметромь ось 2-овъ. 
Такимь образомъ, сфчешя поверхности плпскостями у=й предста- 
вляють параболы, направленныя отверсчемъ въ сторону положитель- 
ЗЫХЪ =-ОВЪ, причемъ диаметры ихъ параллельны оси #-овъЪ, 
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Наконецъ ‘уравнене проекщи сченя разсматриваемой поверх. 
ности плоскостью #==9 по отношению къ осямъ Оу и О= будетъ 


Уравнеше это представляетъ параболу, обращенную отверстемъ 
въ сторону отрицательныхъ #-овЪ, причемъ аметромъ ея служитъ 
ось =-овЪ. 

Замфтимъ, что оба параболоида имфютъ по двЪ взаимно пер- 
пендикулярныя главныя д!аметральныя плоскости, причемъ  подъ 
главными д1аметральными плоскостями мы, какъ и прежде, будемъ 
подразумВвать д/аметральныя плоскости, дфляцИя пополамъ хорды, 
къ нимъ перпендикулярныя. 

Въ случаь параболоида вращеия главныхь  даметральныхь 
плоскостей будетъ ‘безчисленное множество; всв онф проходятъ через® 
ось вращешя. 

315. Резюмируемв теперь полученные результаты въ слфдующей 
таблицЪ. 


1. Цилиндры. 
‹ а) АН > 0 двЪ мнимыя, параллельныя 
плоскости, 
1) А + Н=о0 } Ь) АН < 0 дв дЬйствительныя, парал- 


лельныя плоскости, 
©) Н=0 двф совпадающщяся плоскости. 


2) 4 + 22 =0 параболическй цилиндръ. 

{ а) АВ > 0, АН >0 мнимый эллиптиче- 
сю цилиндръ, 

Ъ) 48 >0, АН <0 эллиптичесюй  ци- 
линдръ, 

. с) АН>0, ВН 0 | гиперболический 

3) д ВР+ Н =0 ) АНХ О, ВН>О \} цилиндръ, 

4) Н=0. АВ>О0 дв мнимыя плоско- 
сти, пересфкающияся по дЪйстви- 
тельной прямой, 

е Н-®, АВ < 0 двЪ дфйствительныя 
пересвкающяся плоскости. 


382 


|. Центральныя поверхности. 


Н)>0 мнимый эллипсоидъ 


Ч 1 эллипсоидъ, 

однополый гиперболоидъ, 

1 двуполый гиперболоидъ. 

==+1 мнимый конусъ съ дЪй- 
ствительной вершиной, 

Ь} ==; < 0 дъйствительный конусъ. 


1Н. Поверхности бэзъ центра, 


| а) := 71 эллиптический параболоидъ, 
1, — 1 гиперболическ!й параболоидъ. 


« 
| 


Опредфлене рода поверхностей 2-го порядка. 


316. Займемся теперь вопросомъ, какъ по’ данному уравненйю 
поверхности 2-го порядка опредфлить родъ ея. Для рЪшеня этого 
вопроса постараемся привести уравнене данной поверхности къ про- 
стьйшему виду. причемъ, какъ и въ геометри на плоскости, восполь- 
зуемся разложешемъ лЪвой части уравнешя поверхности 


Ах? -- Ву’ | С2? + 20лу + 2Вигг Ау + 
2х + 2Еу ОР Но... ... (8 


на алгебраическую сумму квадратовъ. 

Предположимъ, что въ уравненги (481) хотя одинъ изъ коэф- 
фищентовъь при квадратахъ перемфнныхъ, напримфръ коэффищентъ 
‚А, не равенъ нулю. 

Умноживъ уравнеше (481) на’А и расположивъ его по степе- 
нямъ 5, напишемъ его въ видЪ 


Аня + ЗАз (Су Ва + В) +-АВу? -- АСР -+-ЗАА иг + 
2.2АВу-+ 2АЕ2 + АН, 


откуда видимъ, что для того, чтобы дополнить члены, содержащее =, 
до полнаго квадрата, нужно прибавить и вычесть по 


{Су+ Ват РБ) 
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члены, заключаюнце х, совмЪстно съ членомъ 
+ Си++ Ви 2} 
дадутъ намъ квадратъ четырехилена 
{А+ Си- Вы р; 


ДЪлая приведене въ остальныхь членахъ, напишемъ наше уравнеше 
вЪ видЪ 
(Абу ВЕ ра В + СОА 
ау Ее Н' = 0, . (482) 


гдЪ, какъ нетрудно видЪть, 


В = АВ — Са, С =4б— Вр, ° ААА, — С,ВЬ 
Е—=АЕ--Ср Е=АР-ВР  Н-=АН- 1 


317. Если въ уравнени {482) вс коэффищенты В’, С', 4’, Е, 
Е, Н' равны нулю, то уравнеше это приводится къ виду 


(Че бу ВЕ + 00, 


т. е. представляетъ деь совпадаюня плоскости. 

Положимъ теперь, что въ уравнени (482) всЪ эти коэффишенты 
за исключешемъ Н’ равны нулю, т. е, что наше уравнене приво- 
дится къ виду 

(Ат Си-+ Ве РЕ+Н=0. 


ПослЪднее уравнене эквивалентно двумъ уравневямъ 


де Си++ ВЕРУ = 0, 


А+ Су+В:-р-У-Е=0 


и представляетъ, очевидно, нару параллельные плоскостей дъйетвительныхь 
при `Н’. < 0 н мнимых при Н’> 0. 

313. Положимъ далЪе. что въ уравнени (482)  козффищейты при 
зленахь 2-го измърешя В’, Си А’ равны нулю и. неравень нулю 
хоть одинъ изъ коэффишентовь Е’ и Г; уравнеше наше приметъ 
видъ 

(Ак Су Вя-- РЕЕОБУ-Ее-НЕ' =0. . ... (483) 
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Пронзведемъ замфну координатъ, а именно примемъ за новую 


плоскость у’ плоскость, уравнен!е которой 


Аж -- блу-- Ве р=0, 


а за новую плоскость з плоскость съ уравнешемъ 


6; 


Зи Р-Н 


эти двв плоскости не параллельны между собою, такъ какъ коэф- 
фищенть А, по условпо. отличенъ отъ нуля; за третью координатную 
плоскость примёмъ какую-либо изъ непараллельныхъ съ ними пло- 
скостей; формулы преобразованя координатъ будутъ (см. $ 282) 


(АЕ би В+). и 


(ЗЕ: Н,. 


тд й и Е опредфленныя постоянныя числа. 
Уравнеше {+183} въ координатахъ (',/) приметь видъ 


и представляетъ, какь мы уже знаемъ, нарчйвличений нилиндрь, обра- 
зующы котораго параллельны новой оси з-овъ. 

319. Пусть теперь въ уравнени (482) хоть одинъ изь коэффи- 
ентовъ В’, С, А' не равенъ нулю. Мы всегда можемъ предположить, 
что отличенъ отъ нуля коэффищентъ при квадратЪ одной изъ неиз- 
вЪстныхъ, ибо если-бы В’=0, С’=0 и 4’ + 0, то, вводя вмЪсто ии г 
новыя координаты у’ = но формуламъ 


и=у +: 


мы преобразовали бы членъ 24’: къ виду 


24" (у— 


такимъ образомъ, въ новыхъ координатахь уравнеше наше заключало. 
бы квадратъ координаты у". 
Итакъ, полагая, что Р’ 0, представимъ уравненЕ (482) въ видь 
о. А! т 
(аи бу Ва + БУВ Ут 9-2, и 


баре Но .... (48% 
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Въ послфднемъ уравнеши дополиимъ до полнаго квадрата члены. 
заключаюние ‘у, для чего необходимо прибавить и вычесть по 


ие в. 
В 
Тогда, какъ нетрудно видть, уравненше (484) приметъ видъ 


(де СаеЕ Ва- ПВ ( 9 


а Раф И" = 


-.. 685) 
тдЪ 


А” 


р, 


РЕ ин 
р ММ ов. 


Положимъ, что въ уравнени (485) С" = = Н"==0; тогда это 
уравпеше будетъ эквивалентно. двумъ уравнещямъ 


‚ 4" Е 
И Г и 


де си ВН Ри НВ (9 


0, 


представляющимъ би переермаюнилен плоскости притомь, сели В’ 
эн ав плоское мнилы. вели сте В < 0, то дню бъйотвительны, 
320. Пусть далфде С" == "= 0, а НЫ" 0. За новыя координатныя 


плоскости у Ги? примемь плоскости 


А бу Веер 


а за плоскость 2 какую-либо непараллельную имъ плоскость; фор- 
мулы преобразования будуть 


й (Аз -- Су 4 Виё -- Р), и = "| ВЕН 


и представляеть при В’ 0 и №"> 0 минлый инлнидре, при ОИ 


А. П, ПИКБАРСК!Й. АПАЛИТИ". ГОМЕЛЬ. 25. 
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Н" < 0 эалипиноюеый  циянидрь и, наконець, при №'<0 и И' 40 
зиперболичесьей ‘нилиндрт. 

321. Положимъ теперь. что (”=0, а ЕЁ" 0. Примемъ за новыя 
координатныя плоскости у’, а" соотвфтственно плоскости 


Аж бу Вира 0, 


ое. (80 


и, 
О: В 


2 ЦН" -=0. 


Плоскости” эти могутъ быть приняты за координатныя плоскости, 
такъ какъ онЪф пересфкаются въ одной конечной точкё; послднее 
вытекаетъ изъ того, что уравнешя (486) имфють конечныя р8шеня от- 
носительно (т, у, 2). 

Формулы преобразован!я будугъ 


эй (Иж Сцуз- На + В). 
+ и + Е 
‚ в 


== (2: НЫ"). 


ГВ й. Г, 9 опредБленныя постояйныя. Уравнен (485) въ новыхь 
кобрдинатахъ приметъ видъ 


въ зависимости отъ того, будетъ ли В’> 0 или же №<0, оно пред- 
ставитъ эдлизрическй или пеперболинескй параболондз. 

322. Пусть теперь въ уравнен!и (485) козффищенть С” отличенъ 
оть нуля; тогда, дополняя до полнаго квадрата члены “2? -- 2", 


ре 


для чего нужно прибавить и вычесть по напишемъ наше ура- 


внене въ видь 


р» в: 
(Ме бич ветру +8 (#1 2 в 
, ры 
че ( 6) о о... 8) 


кз 


И 
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Введемъ новую систему координатъ, принявши за новыя пло- 
СКосТи 2’, Мг’ и ву’ соотвфтственно плоскости 


А+ Су+ Вз тр 


В 
В 


Не 


Эти плоскости могуть быть приняты за координатныя плоскости, 
такъ какъ онЪф пересфкаются въ одной точкЪ. 
Формулы преобразованя имфютъ видъ 


д = А (Ах + бу+ Вет р), 


, а 
И =Ё += 
и ( т 
у 
2+ 

с). 


тдЪ 1, А, у опредфленныя постоянныя. 
Уравнеще (487) въ новыхъ координатахъ напишется слЪдующимь 
образомъ: 


Послфднее уравнене представляеть центральную поверхность, 
родь которой опредвлится по данной нами выше таблицЪ. 

323. До сихъ поръ мы предполагали, что по крайней мЬрЪ.одинъ 
изъ коэффищентовь при квадратахъ неизвёстныхь отличенъ оть 
нуля. Какъ же нужно поступить въ случаЪ, когда`всЪ эти коэф- 
фищенты равны нулю, т. е. когда уравненюе имфетъ видъ 


Э@лу + ЭВ + Али: ++ Эрих + Ву ЭК: 2 Н=0? 


Если коэффищентъ С; == 0, тогда вводимъ вмЪсто хи у новыя 
координаты я” и 5’ по формуламъ 


ии, ие 
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при этой замфнЪ уравнеше наше приметъ видъ 


ги + В, 
ВЕ Е ЭВ" + М, 
т. е. приводится къ нзслфдованному нами виду. 


Такимъ образомъ. вопросъ объ опредфлеи рода поверхности 
2-го порядка по ея уравнензю нами р\шенъ вполнЪ 


`Уравненя касательныхъ плоскостей и нормалей къ 
поверхности 2.го порядка. 


324. Изъ общей теорн! поверхностей 2-го порядка знаемъ, что 
если поверхность задана уравиешемъ 


) 


то уравнеше ‘касательной плоскости къ этой поверхности. проведен- 
ной въ точкЪ (71. этоё поверхности, таково: 


Ра, 96. 


9! 


, 
[о ди + фм м 


— 5: . 


ЕС =0. .. . . (488 


У 


а уравненя нормали въ той же точкЪ, въ случаЪ прямоугольной 
системы координатъ, таковы: 


в — 
ош 


а ди 9 


. 489» 


Предположимъ, что уравненя нангихв поверхностей ‘приведены 
къ простьйшей формЪ и отнесены притомъ къ прямоугольнымв ко- 
ординатамъ, п разсмотримъ какую форму будуть имфть въ этомъ 
случаЪ уравненя (488) и (489°. 

Пусть имфемъ уравиенше эллиптическаго или гиперболическаго. 
цилиндра 


ТДЪ ==41. Замвчая, что 


9/ 2 Я Эт 


о а: ву за ` 


389 


чапишемъ уравнене (488) въ видЪ 


(490) 


| 


а? 


Такъ какъ точка (т, у:.2) лежитъ на цилиндрЪ, то, слЪдова- 
тельно, имфемъ тождество 


‘въ силу котораго уравнене касательной плоск сти (490) напищется 
въ видь . 


Для параболическаго цилиндра 


а + 2Ку 


уравнеше касательной плоскости приметъ виль 
Азие Вт Ай -- Ру = 0, 
или, въ силу тождества Ах? = — ЯР, 


Ая Е Ву Ри) = 


Уравнешя нормали, очевидно, таковы: 


и 
А 


Переходимъ къ центральнымъ поверхностямъ 
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вЪ силу тождества 


оно преобразуется въ сяёдующее: 


+ ЕЙ 


и? 252 
Уравненя нормали таковы: 


м 


а? 


Въ случаЪ конуса, т. е. въ случаЪ, когда уравнеше поверхности 
имфетъ видь 


получимъ уравнеше касательной плоскости въ видЪ 


у: 
ры 


Изъ послфдняго уравнешМя видимъ, что оно становится неопре- 
дъленнымъ, когда 


21 = 6, 1 = 0, 


т. е. когда точка (#1. у,21) представляеть вершину конуса. 
. Точка какой-либо. поверхности, въ которой касательная плоскость 
становится неопредъленной носить назваше 0с060ё точки. Такимъ 
образомъ, вершина конуса представляетъ особую точку. 

Мы не будемъ ‘останавливаться на выводь уравнегя касательной 
плоскости къ параболоиду 
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а, слЪдовательно, уравненя нормали будутъ 


а? 


Въ заключене предлагаем читателю найти уравнены описанных 
хонуеовь в цнлниоровь и аисимуниуинаяескиеь конусовь для каждой по- 
верхности. 


Главныя дДаметральныя плоскости поверхностей 2-го 
порядка, 


325. Главными диметральными плоскостями поверхности” 2-го 
порядка мы называемъ дгаметральныя плоскости. которыя дфлятЪ по- 
поламъ перпендикулярныя къ нимъ хорды. 

Направленя зэтихъ хордъ носятъ назван!е мавнихь направлен. 

Посмотримъ, имфетъ-ли всякая поверхность 2-го порядка главныя 
дЗаметральныя плоскости и, если имфетъ, то сколько. 

Для простоты вычисленйй предположимъ, что оси коорлинатъ, 
кь которымъ мы относимъ уравнене поверхности, прямоугольны. 

Пусть уравнен!е поверхности будеть 


Те, =) = Чаде Ву" Се + 20лу ЭВ + ЗА + 


9 2Ре Е Ву + 2+ Н=0, ...... 49 


Уравнене даметральной плоскости, сопряженной съ хордой 


ее. 698) 


будетъ , 
#9 м 91. -- в 


493 
де 9 998) 


Мы можемъ предположить, что | т, представляютъ соты 
Угловъ, составляемыхъ хордой (+192} гоотвЪфтственно съ осями +, у, 
при этомъ предположенши они связаны. зоотношешемь 


тен 


ое 
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Пусть уравнене (493`, которое въ раскрытой форм можеть 


быть написано въ видВ 


ЕЕ - мб пб (Е В иАру че (В т + бе 
О о + и 


0, ет (495) 


представляеть главную дламетральную плоскость. 

Тогда плоскость (495) и прямая (492) должны быть взаимно 
перпендикуляриы, а, слфдовательно, !. ж, п должны удовлетворять 
кромф соотношеня (494) устомямъ перпендикулярности прямой и 
плоскости, именно 


Аа, 4 НВ; == 5, 
ив а. жа о. 96) 
ВЕРА и ть 


тлф 5 множитель пропорцюнальности. 


Уравнешя (496) совмфетно съ уравнешемъ (49) и должны слу- 
жить лля опрелбленя нензвфсныхъ |, жи. и, ®. 
Нанишемъ уравнения (496} въ видф 


Гу и С, 3-28 ==, 
Юн (ВИ, 0, (о... (497) 
В + тан (С— 9) =0; 

изъ первыхъ двухъ имфемь 


И _- аще, ; 
А,С, — В, (8-7 В — АКА --ь) ^ (А-Р) (ВР) -- Св’ ^ 


498) 


подставляя въ послфднее изъ уравнений (497) вмБсто 1, т, п числа, 
имъ пропорцюнальныя, именно числа, стояния въ знаменателяхъ въ 
(498), послЪ несложныхъ вычислешй найдемъ 


2-1) 6-е б-р, 4) — Вр В) — 
— бб) -- ЗАО == 0... 499) 


Уравнен!е это. служащее для опредфления неизвёстной „, третьей 
степени, а, слфдовательно, всегда имфетъ по крайней мёрБ одинъ 
дъйствительный корень. 
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Пусть корни его будуть в, в, в. Ехли подставить какой-либо 
корень въ уравнения (498), то, составляя производную пропорцио и 
пользуясь соотношенемь (494), найдемь, что . 

В 
А - в (Вы 


гдф черезъ х, 3, т обозначены дия краткости 


х= Аб: — ВВ -0, = ВС, аАцачнщы, 


Изь (500) опрелфлимъ значешя 1, *, и, соотвётствуюния данному 
корню ». 

Такъ какъ дЬйствительному значенно › соотвЪтствуютъ дйстви- 
тельныя значеня {, т, и, то всякая поверхность 2-го порядка имфетъ 
хотя одно главное направлен]е, 

Если бы уравнеше (499) имфло комплексные корни, то соотвЪт- 
ствующия значеня /, эн, п были бы тоже комплексны. 

325. Покажемъ, что уравнеше (499) не можетъ имфть компле- 
ксныхъ корней. 

ДЪйствительно, пусть оно имфеть какой-либо комплексный корень 


рез; 
пусть соотвфтствуюния ему значен!я /, 2, п будутъ 


и 14 ЖА в = 
т } ый 


р 
а. 


Подставляя эти значейя въ уравненя (497) и приравнивая 
дЪйствительныя и мнимыя части, получимъ, съ одной стороны, 


АХ бы Визе, 
СА -- Вы Ара, 0. : (00 
ва Ар © 


з 


-Зь 


а, съ другой, 
АН ба Л 


Ст Вы Ая 


Чи. о 609) 


Ня РАСА = 
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Умножая равенства (501) соотвЪтственно на Х!, м, >, и складывая 
ихъ, получимъ 


На 2; 0... 603) 


умножая теперь равенства (502) соотвтственно на )., №,» и складывая 
ихЪъ, получимъ 


аз 


+ ба 


3. 


Такъ какъ лфвыя части равенствл, (503) н (504) одинаковы, то, 
вычитая (503), изъ (504). найдемъ 


или, когда 


Но при первомъ предположени имфемъ 


=4 


а это невозможно. такъ какь тогда одновременно 1, т, * равнялись 
бы нулю, что, какъ извЪстно, невозможно. 

Итакъ и ==0. но тогда, значить, 2 ==э, т. ©. ь представляетъ дЪй- 
ствительное число, точно такъ-же, какъ и‚числа [, т, я, опредфляемыя 
изъ (500). 

Итакъ, уривнеше (499) пмльейь въ корь @ыйзиоттельные, 

Корни эти могутъ быть различны между собою, два изъ иихъ 
могуть быть равны. между собою, или, наконець, всЪ они могутъ 
быть равны между собою. 

327. Покажемъ, что, вели в,рз два различные корня ураитеамн (499), 
во соотвулиетвующия име направленя (Пути, т) и (Вути нь) взаилыо 
перпендикулярны. 

Подставляя 2, В, зы, в, въ уравненя (496) 


имфемъ тождественно 


АБ Ср + Вии = ай, 


САБ 4 Паа, А Яр ит, сон. 005) 


в КА, + ан вм. 
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Подставляя въ ть же уравнены (496) ь./„ ан», н„, имъемъ тож- 
дественно 


[Е 


СИ: + Вы. и, чат, с... - 606} 


ВЫ Нины + би, ол, 


Умножая равенства (505) соотвфтственно на 1. м, в. и складывая, 
получимъ 
АБД С, (т, + пт) + В, (и Ён) + Вт, А, бит, = тиь) + 
— Са (ВЫ Рант, тя; о. ., с 4507. 


точно такимъ же образомъ, умножая равенства (506) соотвЪтственно 
на мп: и складывая, найдемъ 


АБЫ Са бы т В, ый 4 Бы) + Винт, + 


1 вилы + мую) Е биз нара (И вит, + ние). . (608) 


Замфчая. что лЬвыя части (507) и (508) равны, и вычитая (507) 
изъ (508), получимъ 


изн) = 


„ не равно нулю, 


откуда. такъ какъ 5, 


ВЫ выть т 


а это услоне перпендикулярности направлемй (Лу) и (15, ль, п 

Итакъ, ебли ураннейе (499} пмъоть иры разаниныхь корня, то 
соонныяетвующая поверхность имтетз три змавныхь взанмно-перпендику- 
яарныта ивправлеяя. 

328, Допустимъ теперь, что уравненше {499) имЪеть два равныхъ 
корня си=то.. а тремй его корень отъ нихъ отличенъ. 

Казалось бы, что тогда двумъ равнымъ корнямъ будутъ соотвЪт- 
ствовать два одинаковыхъ направлешя (/, м, ти), (1, амо, #3), но мы 
покажем, что для в==р ==6»- уравнены (497} сведутся къ одному и 
что, слЪдовательно, двойному корню у, соотвфтствуеть безчисленное 
множество -направленй, среди которыхъ можно будетъ выбрать без- 
численными способами два взаимно перпендикулярныхь направлен 
ты, в) и (1, и); каждое изъ этихъ направлен будетъ перпенди- 
кулярно къ направленно (1, из, п.}, соотвътствующему корню в. 
ПослЪднее утвержден вытекаетъ изъ предыдущаго, такъ какъ фи. 
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Итакъ. предполагая, что и =. и ЧТО и: 0. покажемъ, что 
при 5-я рн ныееичии АТ) согринея кь отому, что. очевидно, в03- 
можно лишь тогда, когда козрфишенты въ иихъ пропорщюнальны, 
т. е. когда 


уу. . (0%) 


Обращаясь къ уравнению (499), иапишемь его въ видЪ 
ера енто, . (510 
гдф, какъ легко видЪфть, 


2== 


АВ 4 АС ВС - 42-Е 


., 


. 60 


ИВО. АЛЯ =. ВВ -- СРС- 2 В,С. 
Сь другой стороны. если 2, 5. 


з, 2 ‘корни уравненя (510), то имЪ- 
емъ тождество 


о-в) © 


аа + ол (рь Нива Р 916) р оовь 
а потому 


РР ВЕЕР, роз оз -Р 0255 == 19:03 ==”, . .` (512) 


Допустимъ теперь, что 
{512} обратятся въ сабдующия; 


тогда первыя два соотношеня 


2 == р, 22 + орз == 


исключая изъ нихъ 2, получимъ квадратное ‘уравнеше, которому. 
удовлетворяет двойной корень », уравненя (504), 


Подставляя сюда вмЪсто р и у ихъ значеня (511), ‘напишем 
это уравнене такъ 


2 (4--В 


С) и -+ АВ- аСт ВС-- Ар -- ВР. Ц 
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Это уравнене можно еще написать иначе, именно 


Ша +В +АВ-- Са, Раз о + бе аб- 
+ 2-9 (В+ @ + ВС — 4: =0, 


или, посл простыхъ преобразованйй, 


| — 4} (и-- В) — С} + Ци -- 4) - © в + 
+ — В) ба =90 ....,. 61% 


Теперь покажемъ, что всЪ три выраженя, сгоящия въ скобкахъ 
равны нулю. ДЪйствительно, допустимъ, что они не равны нулю; 
тогда покажемъ, что всЪ они должны имфть одинъ и тотъ же знакъ, 
что невозможно, такъ какъ тогда ихъ сумма не могла бы равняться 
нулю. 

Чтобы доказать только-что высказанное положене, замбтимъ, 
что в, есть корень уравнене (499), а потому имфемъ тождественно 


(и— 4) © В ш-б фаны Вы В) 
Ща в, —- О -24 ВО, = 0. 

Умножая это тождество на з, — {", напишемъ его такъ; 

и — Я) (и ©). и — 29 &— ©) — 

—- Ва ы-— В) и — О) Сб С 


(и) ш--@)— 
А.В С, и — 


прибавляя и вычитая по 41"В;*, имфемъ 


(р — 4) ш- - С) 6, — В) и— ©) — 4] — Вр, — В 6) 
- (СГ (в — © +24, В.С, (в, — ©) + АРВ 0, 


или, наконець, 
в, - л. — ©) ВА ивы) — дни — © дБ). 


Отсюда видимъ, что 
{и — 4) м — ©) — Вп, ив ит 


одного и того-жо знака. 
Совершенно аналогичнымъ образомБ докажемъ, что и 


ша 0 


должно быть того-же знака. 
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Итакъ, всВ эти три числа или нули или числа одного и того-же 
знака, а такъ какъь ихъ сумма равна пулю на основанш (513); то, 
сяфдовательно, они НсБ равны нулю. 

Итакъ, 

(и — 4) (и- В) — С ==0, (и — 4) и — @— Ва 
7 —В и О - ак 


или, что то же, 


А 


о = >, 
Гал В-я 


Какъ легко видЪфть изъ (514), если имфютъ мЪсто эти ‘соотно- 
шешя, то имъеть мЪсто и соотношене 


С 1-4 В = 0,0... 6% 


точно такъ же, какъ и два аналогичных соотношешя; получаемыхъ 
изъ (517) круговой перестановкой буквъ 4, В, С, имешио 


А: (р — В, == 0, — Ви В) - С.А, . . (518) 

Соотношеня (517) и (518) можемъ написать въ форм 
С в Вы б. (519) 
е-ы В, А, ° л, В, ‘ 


Сопоставляя теперь соотношеня (516) и (519), имБемъ 


Аи < 


о и А, 
ар —@ В: 
В А б-и’ 


а это, как мы видЪли выше, показываетъ, что два уравиеня (497) 
при р-= ==», представляютъ слфдств!я перваго изЪ нихъ, 

Такимъ образомъ, если уравнене (499) имфетъ двойной корёнь 
2=: ТО для опредфлешя соотвфтствующихь коэффищентовъ (&, зи, *) 
имЪемъ ва уравненя 


(АР От 4 Ви =0, 


ви == 1; 


слЪдовательно, для корня р, имемъ безчисленное множество системъ 
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рышенй относительно (!, м, п). Возьмемъ какую-либо изъ нихъ 
{ти п), 

Тогда всегда можно будетъ подобрать систему (1, т, п!) рЪше- 
н!й, для которой 


БЫ + вц + пиь = 0; 


дЪйствительно, />, т. из должсы удовлетворять условямъ 


и в = 1, 


... 620) 


СЕРЫЕ, 


-+ Ви, 


п вить 4 м.п 


Изъ послёднихъ двухъ уравненй. имфемъ 


[2 р 


9, 


Сы -- Вт ВА -- (Ади (А) т ОА" 
Обозначая черезъ 2, 5, т числа, стоянщя въ знаменателяхъ, со- 
ставимъ производную пропорцию; тогда, пользуясь первымъ изъ бо. 


отношевй (520}, найдемъ 


Сул, — Вт 


Такимъ образомъ, и здЪсь найдемъ три взаимно перпендику- 
лярныхь сопряженныхъ направленя: (1, т, т;) и (1, тв, па), соотвЪт- 
ствуюнщия лвойному. корню в, и направлеше {/„, т. из); соотвтствую- 
щее корню у. 

329. Переходимъ, наконець. къ случаю, когда уравнене (499) 
иметь тройной корень. т. е, когда 5+ 

Полагая въ соотношешяхъ 1512) в; - 


„, получимъ 


Заз Зе 


Исключая изъ первыхъ двухъ соотношенйй о,, находимъ, что тогда 


Зи — 
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Подставимь значешя (511) для ди р; тогда можем написать 
-послёднее соотношене въ видЪ 


ЗАВЗАС--ЗЬС ЗА ЗВ? За а В ба — 
ЗАВ ЗАС-ЭВС 0, 


или 


4 В С «В АС -- ВС За +382 - 


или. наконецъ, въ видЪ 


=.=0. 


2 ", 7 2 (“>“ }+ ЗА РЗВ + Си 


Посл®днее соотношене можеть имЪть мЪсто только тогда, когда 


1 — Вах 


, В -. С==0, С--А==0, А: В 


520. 
Но эти условн показывают, что уравнеше нашёй поверхности 

(491) обращается въ слфдующее: 
Ам 


а это уравнеше шара ($ 383). въ которомъь имфемъ безчисленное 
множество системъ изъ трехъ злимно-перлендикулярныху, и хопря- 
женныхь даметральныхь плоскостей. 

330. Обратныт. сще випмане’ на слёдующее обстоятельство; 
еслн какой-либо изъ корней уравнемя {49}, положимъ ›.. равейъ 0, 
то тогда уравнеше даметральной плоскости. соотвЪтствующей этому 
корню, обратится въ 


Рено РР де (62 

Если число, стоящее въ лЬвой части (521) отлично оть нуля, то 
уравиеще (521) представляетв безкопечно-удаленнутю плоскость. 

Ясли два друге корня с, $. отличны отъ нуля, то имъ соотвЪт- 
ствуютъ двф не безконечно-удаленныя дёаметральныя плоскости. 

Точка пересфченя этихъ плоскостей съ безконечно-удаленной 
дламетральной плоскостью, т. е, центръ поверхности въ этомь случаЪ 
лежить на безконечности, т.е. иоверхность наша-- поверукилиь дезв- 
центре, 

Если два корня равны нулю, то тогда двЪ дтаметральныя пло- 
скости представляютъ безконечно-удаленную плоскость, слфдовательно. 
прямая пересфчешя ея съ не безконечно-удаленной даметральной 
плоскостью лежитл, на безконечности. Поверхность паша представнтъ. 
очевидно, параболичееюй цилиндръ. 
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Наконецъ, если всв три корня равны нулю, то поверхность бу- 
хетъ имЪть плоскость центровъ, каковой будетъ служить безконечно-. 
удаленная плоскость. 

Нетрудно видВть, что тогда поверхность нана будетъ предста- 
влять совокупность двухъ плоскостей: безконечно-удаленной и какой- 
либо другой плоскости. 

ВСЪ эти результаты, полученные нами изъ геометрическихь со- 
ображенй, мы получимъ далфе при помощи анализа. ЗамЪтимъ еще 
что случай, когда при р3=0 число 


рь- Ет, + Ен 


равно нулю, разсмотримъ дальше. 


Приведен1е уравнешй 2-го порядка къ каноническому виду 


331. Какъ мы только что показали, для всякой поверхности 2-го 
порядка всегда существуютъ, по крайней мЪрЪ, три взаимно-сопряжен- 
ныя, взаимно-перпендикулярныя направлен!я, такъ называемыя злавныя 
на правлен1я. 

Если предположимъ, что уравнеше разсматриваемой поверхности 
по отноненю къ н5которой прямоугольной систем координатъ будетъ 


(г.у, 9) == Аа Ву 4 (а + 2блу + 28, пе + Аа + 
+2105 + Ву 2+ Н-0,...... (522) 


то эти главныя направлен!я характеризуются тремя системами соз’овъ 
Рыз 91), (6, ть. #3), (1. т, %), гв; представляетъь с0$ угла, 
образованнаго соотвЪфтствующимъ направлешемъ ск положительнымъ 
направленемъ оси 2-овъ, ;-—с0$ угла, образованнаго тЪмъ же напра- 
влешемз съ положительнымъ направленемъ оси у-овъ, и и;-—с0$ угла 
съ положительнымъ направлеемъ оси 2-овъ. 
Эти соз’ы опредфляются изъ условё\ 
АБ Ст; + Ви = И,, 
С Впе + А = т, .’.. . . 623) 
ВИ Ар бы вв; 
в а; + я; = 1 
@=Ь 2, 3, 
гдф р: корень уравнения (499). 
А, В, НШЕБОРСКЙ. АНАЛИТИН. ГЕОМЕТРИЯ. 26 
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Такъ какъ два какихъ-либо направленя (1: т» в;), ит, ну) 
взаимно перпендикулярны, то 


Вр т;т;- пр пу= 0. 
Не измъняя теперь начала координатъ, повернемъ оси коорди- 


натъ такимв образомъ, чтобы онф имфли главныя направленшя: 
Формулы преобразован!я координатъ будутъ (см. $ 245) 


у=виг + т 4 вы, ....,. (24 
на’ тм ны, 

Подставляя эти значен!Я г. ‚2 въ уравнеше (522), преобоазуемь 

его въ слфдующее; 

(АБ: Виз + Сы + ЭСИты + ЗВ 1 Аня) + 

+ (А + Вы + Сы + ЭСЙть + ЭВИшь + ЭАтаны) у + 

-+ (А + Вт + © Эт +- Вяз + ЗА\тьн,) 22+ 

+2 [АВЬ -- Винт, Снунь + С, (Блин) > Ву (пн, В в) + 

А, (п ни ху’ 2 [АБЬ + Вып, + Сына В 

+ п, РВ) + В, Фи, + А, нии авы 7 + 

+2 МЫ: = Втыть + Сил, +4 С, быту № ть) + В, (ла Ея) + 

+ А, (новь + ва] у’ + 2. РЬ 2 Вии + Ри) #4 

+2 (2 + Ет, --Еп.) и + 240 + Ет, + Р") + Н-==0. . (525) 


Вычислейя коэффищентовв производятся здфсь просто. 

ДьЬйствительно, умножая первыя три равенства (523) соотвфт- 
ственно на {;, м;, з; и складывая, получимв послЪ приведенй подоб. 
ныхъь членовъ 


АРе-- Вт -Р Си"; - ЗС; в; + ВИ; + ЗА ит: == рр (Вий, 


. 

Давая здфсь {$ значешя 1, 2, 3, очевидно, въ лфвой части полу- 
чимъ коэффишенты‘ при 27, у", ="? въ уравнении (525); такимъ обра- 
зомъ, коэффишенты эти соотвЪтственно равны р, р в. 

Если теперь умножимв т$ же равенства (523} соотвЪтственно на 
1, ту, пу, ГАЪ } отлично отъ 7, и сложимъ ихъ, то получимъ 

АЕ Вт;ту + Си;п; > С, т; вы К) В, (р в) + 

+ А бир; ту) = (В в:т, ит). 
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Полагая здфсь 7-=1, /=2 или {=1, }=3 или, наконепъ, {=2. 
4==3, въ лфвой части получимъ коэффищенты при 2’, 27’, уг въ 
уравнени (525). Но такъ, какъ въ силу перпендикулярности любыхъ` 
двухъ направлен (11. т,, ж;) и (р, ту, п;) имфемъ 


Иртуту пря; == 0, 


то отсюда заключаемъ, что всЪ эти коэффищенты равны нулю. 


Итакъ, послф нашего преобразованя уравнен!е {522} преобразуется 
въ уравнене 


И, раз + ры 


+ 2р Ву +2 +Н=0 


. 626). 


332, Въ случаЪ, когда ни одно изъ чиселъ р, 0». з не равно 


нулю, поверхность (526) представляеть центральную поверхность, 
центръ которой находится ВЪ точкЪ (а, 8, 6), для которой 


Г ар, о ПА НИ 0, 
2 ва 2% 
В =0 , .... 627 
9 


Перенося начало координатъ въ центръ, т. е. полагая 


я =ат т, А и=ефь 


найдемъ урависне центральной повергности, паниевениое из мавиымь 
Эаметромт 


... .: 628) 


тдВ Ни а. о. 

Если Я, = 0, т. е. если центръ лежитъ на самой поверхности, 
уравнене (528) представляетъ конусъ. 

Если же Н, 40, то въ зависимости отъ знаковъ р, р», о» оно 
представляетъ’ эллипсоидъ или же одинъ изъ гиперболоидовъ (см. $ 315). 

Если и = р» то уравнеше наше приводится къ виду 


рые) + НЫ, =0 


и представляетъ поверхность вращеня около оси 2-овъ. 


Если всЪ три числа в. рр. равны между собою, уравнене наше 
представляеть шаръ. 
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333. Допустимъ теперь, что один изъ корней, напримЪръ в, ра- 
венъ 0, т. е. что уравнеше (526) таково: 


г, и, г) = а? -- ру? + Ра" +28 + 22+ Н=0, .. 4529; 


гд$ (см. урав. 525) 
Р.= рн + Ви, + Ри, В, = БЬ+ Ва, + Мы, Е = + Би, + №. 


Мы видимъ, что, когда Ё,=0, уравневе (529) представляетъ 
цилиндръ, эллиптическй или гиперболичесвй. въ зависимости отъ 
того, будетъ-ли хривал, сотвётствующая въ змоскосии ту уравнению 


рад’? -- ру? + 2Вх' + 2Е у’ + Н-==0. 


эллипсомъ или гиперболой. Первое будетъ имфть мЪсто при вр: 0. 
второе при 61рз «0. Замфтимъ, что здЪсь мы разсмотрзли вопросъ, 
_затронутый въ концЪ $ 330. 

Если положимъ теперь, что въ уравнени (529) число №, + 0. то 
всегда сможемъ привести это уравнен!е къ виду 


дай -- 6? Е Ех =0. ....., . (530) 
Дъйствительно, полагая въ уравнени (529) 


х =а-+а, и=е+ь =ена 


найдемъ 


(ах, уе Е (а +2 + р ФУ 2, (ина) + 
+28 9-28 (+9+Н=0, 
или 
ра? р 2 (ра + Биг 2 (26+ Еду +2Её + 
+ риа? - рр? + 2Ра + 2Е + Ев + Н=0 


Выбирая а, В, с такъ, чтобы 
ра + Р, == 0, рб + Е, =0, 2Е.е +. риа? + р»б? 4 2Ра -- ЗЕ. 6 +. Н==0, 


мы и приведемъ уравненше наше къ виду (530). 

Послвднее уравнеше представляетъ или эллиптичесюяй или 
гиперболическй  параболоидъ въ зависимости отъ того, будетъ-ли 
рибз > 0 или рр: < 0. 

Если ру ==р», то уравнене наше представить эллиптический пара- 
болоидъ вращения, 
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334. Наконець, пусть два числа р» и р» равны нулю. Тогда ура- 
внеше {526) имфетъ видь 


рай + Ориг -- Оу + РЕ Н=0 .,. 653) 


здЪсь мы нишемъ для удобства (х, у, 2) вм$сто (л’, у', =), 

Уравнеше это, какъ нетрудно видФть. представляеть параболи- 
ческий цилиндръ, если въ немъ не равны одновременно нулю козф- 
фищенты № и К, Если же эти коэффишенты равны нулю, то ура- 
внен!е (531) представляеть пару плоскостей, параллельныхъ пло- 
скости уг. 

Полагая, что Л, { 0 введемъ вмЪсто (+, у, 2} новыя прямоуголь- 
ныя координаты 


= На, уу 6059 — За, 2 У эт с0з«-+ 6 


а это преобразован сводится къ перемъщенйо начала координатъ въ 
точку (и, В, е) и повороту осей у и < на уголъ х. 
Уравнен!е (531) посл этого преобразованя приводится къ виду. 


р За Бе + 2 (Е1с03 ® + Ета) у — 


--2 (Е зт=-— Е, с0$ 2) 2’ + ра? 2Ре + Н==0. .. (532) 
Если теперь выберемъ а, с, х такъ, чтобы 
ва +- Л, ==0, А зт я— Ё, с08 2=0, за + 2Ре- Н =0, 


что всегда возможно, такъ какъ по услов!ю г; и и отличны отъ нуля, 
то при этихъ значещяхъ а, с, ® уравнене (532) обращается въ 


ре" — Эру — 0, 


ГДЪ и=:—(№ с08 «т Е, та), а это уравнеше параболическаго цилиндра 
СВчен1я поверхностей 2-го порядка плоскостями. 


335, Докажемъ слёдующую теорему; всякй цилиндр» №0 порпдна 
‘пересъкаенел любой плоскостью нли то Зьумь прямым, или по коническому 
стчение одною нотою её рода, т. в. либо только во эллитеачь, — либо 
зполько по гииерболемь, либо только по параболеме. 

ДЪИствительно, уравнеше любого эллиптическаго или гипербо- 
лическаго цилиндра можно написать въ видь 


Аа - ВА Н=0 ...,.... (533) 
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причемъ для эллиптическаго цилиндра 480, для гиперболиче- 
скаго АВ< 0. 


При пересфчеми любой плоскостью, параллельной оси -овъ, 
т. е. плоскостью 


ва --т= 


получимъ двф прямыя, параллельныя оси =-овъ, уравнейя которыхъ 
найдемъ, рЪшая уравнешя (533) и {534} относительно и у. 
Пусть теперь имфетъ какую-либо плоскость 


ах Зи уе = 0, у... (635) 


не параллельную оси :-овъ. Въ ея уравнеши (535) коэффишентъ 1 
отличенъ отъ нуля. 

Примемъ эту плоскость за новую плоскость 1" т, а прежная пло- 
скости хз и уг соотвфтственно за плоскости "Ги у’7. тогда формулы 
преобразования координатъ будутъ (см. Я 28) 


ее... 634 


я’ й», = ви, 


+2, ., . 4536) 


тдЪ 1, №, 4 постоянныя, зависяня отЪ угловъ, образованныхъ но- 
выми осями координать между собою. Такимъ образомъ, въ первыхъ 
двухъ формулахъ (536) при измЪнени положенёи плоскости сЪчевя 
будуть измфняться числа й и Ё. 

Уравнене 533; по отношеню къ новымъ координатамъ будетъ 


Въ плоскости х’у’т. е. въ плоскости сёчеНя это уравнене пред- 
ставляеть уравнене разсматриваемаго сфченя. Очевидно, что родь 
Ав 
Ре опре- 
дъляющ родъ сфченя, тождественъ со звакбмъ АВ, каковы бы ни 
были числа Я и К, т. е. какова бы ви была плоскость сфченя. 

Итакъ, в5 пересьченйе съ любыми плоскостями, не параляельянуин 
образлощимь цилиндре, цнлиндрь 2-ю порядка. даеть' коннчесмя  спмез 
зая однозо ‘и тою же рода. 

Аналогичнымь образомъ доказывается теорема и для параболи- 
ческаго цилиндра, уравнене котораго можетъ быть всегда приведено 
къ виду 


сфчешя ве зависить отъ чисель й и , такъ какъ знакъ 


Аз --2Ву=0. 
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Останавливаться на доказательствЪ ея мы не будемъ. 
336. Переходимъ къ разсмотрЪн!ю болфе общей задачи; найть 
3000» кривой пересьченя поверхности 


А+ Вуз С? + 2Сту ЕВ Ау 
ори ЕУ-+2ЕЕ+НН=0,,,... 687) 
гз плосвостью 


ее 8-0... .... 688 


Задачу эту можно свести къ предыдущей. 

Дъйствительно, исключая изъ уравненя (537) при помощи ( 538) 
одну изъ координатъ, положимъ 2, если т +0, или другую какую- 
либо координату, найдемъ уравнеше цилиндра, проходящаго черезъ 
разсматриваемую кривую и проектирующаго эту кривую на одну изъ 
координатныхъ плоскостей. 

Такимъ образомъ, разсматриваемая кривая представляеть сЪче- 
ше этого проектирующаго цилиндра плоскостью {538). На основани 
предыдущаго, опредфливши родъ цилиндра, опредёлимь и родь 
нашего сфченя. 


Круговыя сБчешя поверхностей 2-го порядка. 


337. Разсмотримъ теперь вопросъ о хрушвыль спченять поверх- 
ностей 2-го порядка. 

Докажемь слёдующую теорему: еслю уривнене поверхности 9-0 
порядки 10 отионияею из шыюторой прамоутольной систем  воорди- 
экинз можно представить въ видь 


ричи) + от) бут) ны уны--а-=0, (639) 


29% Ха, В Та, В, 1, ш У, в, 8 ностоянныя чнела, то поверхность 
паша илтьель, по крайней мпурль, дв системы ерузювыхь оъченй, 

Въ самомъ дфлЪ, допустимъ, что уравнеше поверхности, отне- 
сенное къ н%которой прямоугольной системЪ, можно представить въ 
видЪ (539). . 

Если а=В=1=0 или ==, ==0, то уравнеше (539) 
представляеть шаръ, и теорема наша доказана, ибо всякое плоское 
сфчеше нара представляетъ кругъ. 

Пусть теперь не всЪ числа а, В, т или аз, В. /, равны нулю, _ 

Разсмотримъ сьчеше нашей поверхности (589) одной изъ пло- 
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скостей 


ах + Ву -- 12 = 1, ве + у Риз = .. (640) 


гдЪ Ни Е какя-угодно вещественныя числа. 

Уравнения сфченя нашей поверхности съ первой изъ плоскостей 
(540), т, е. уравнеше (539) и первое изъ уравневй (540) можно за- 
мЪнить эквивалентными съ ними уравненями 


хх + Ви тя ==.А, 


Хе - 2) + АЕ ЗУ п) + миа 


Послфднее изъ этихъ уравненй при всевозможныхь значешяхь 
Л представляетъ шаръ, а первое плоскость, такимъ образомъ, совмЪ- 
стно эти уравнешя представляютъ кругъ. 

Совершенно аналогичнымъ образомъ убЪждаемся. что сфчейя 
нашей поверхности (539} второй изъ плоскостей (540}] тоже прёдста- 
влястъ кругъ. ` 

Такимъ образомъ, теорема доказана. 

Если аа. В=З, 7 у. то 06% системы плоскостей {540) 
совпадаютъ и, слдовательно, совпадаютъ 06% системы круговыхъ 
сфчешй поверхности, 

Замфтимъ, что разсматриваемыя круговыя сфченя могуть быть 
какъ лЪйствительными, такъ и мнимыми. Мы будемъ разсматривать 
въ дальнЪйшемъ только дЪйствительныя круговыя сфчевня, 

338. Какъ мы видЪли, уравнен1е всякой поверхности 2-го порядка 
при соотвЪтственномъ выборф прямоугольныхъ осей координатъ можно 
привести къ одному изъ видовъ 


Аза + ВИ + 


+В т 64} 
Аз + Ву + 2: = 0... (542) 


Разсмотримъ уравнеше центральной поверхности. (541) и иИзсл$- 
дуемъ, можно-ли его привести къ виду (539). 
Если 


АВС, 


то уравнене (541) представляетъь шаръ, и всякое плоское сфчене его 
будетъ кругомъ, 
Положимъ теперь. что 


А=В 
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а С отлично отъ нихъ; тогда уравнене (541) представляеть поверх- 
ность вращен!я около оси 2. 
Это уравнеше можно представить въ этомъ случаЪ въ видЪ 


Аи + е+рЬ=0, 
а это есть частный случай вида (539), когда 


АА, рутина, = В = 0, 1=Ь и=С-А, 8=2. 


Плоскости круговыхъ сфченй параллельны плоскости г == 0, т. е. 
перпендикулярны къ оси 2. 

Если всф коэффишенты 4, В, С различны, то тогда, не нару- 
шая общности, можемъ положить, что 


Аве... 64) 


Въ этомъ предположении напишемъ уравнеше (541) въ видЪ 


Вытия) + (А-В (В ба+р=о 
ИЛИ 


Вет т «Ия вВ-2Ив-беуя-в-Ив-б+0=0. 
Сравнивая это уравнеше съ уравнешемъ (539), находимъ, что 
плоскости, параллельныя плоскостямъ 


м УА-ВтУВ-б=0, 
.. 644 
хУЧ-В-УВб=0, 


пересфкаютзв нан1у поверхность по кругамъ. 

Такъ какь по условю (543] А_В>0и В—С>0, то объ 
системы плоскостей, параллельныхъ плоскостямъ (544}, дЪйствительны. 

Такимъ образомъ, приходимь къ заключенно, что ча всякой 
нентрильной  повержновти 240 порядка пльетея @вь системы круз“ 
выть сученй, причемь эта системы совпадають между собою въ случаю, кода 
разематриваемая поверхность представаяеть поверхность вращеня. 

339. Для примфра найдемъ круговыя сЪфчен!я двуполаго гипер- 
болоида 


причемъ положимъ, что 6 > с. 
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Вь данномъ случаз кооэффищенты 


1 
В=Ь—в, 


удовлетворяютъ условямъ А>В>0, а потому имфемъ двЪ. системы 
плоскостей, пересфкающихь разсматриваемую поверхность по кругамъ; 
этими плоскостями являются нлоскости, нараллельныя одной изъ 
плоскостей. 


„Иа & Ил 
а с 


Если разсмотримъ однополый гиперболоидь 


А В 


Ро =, 


Е... 3545} 


удовлетворяють условямъ 
ВАС, 
слфдовательно, здЪсь роли осей х и у, а также коэффищентовь Аи В 


мЪняются, а потому уравиеня плоскостей, которымъ параллельны 
плоскости круговыхь сЪченй будутъ 


или, въ силу (539) 


уу 
5 


Предоставляемъ самому читателю найти круговыя сфченй осталь- 
ныхъ центральныхв поверхностей 2-го порядка. 

340. Разсмотримъ теперь какую-либо поверхность, не имъющую 
центра. 
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При соотвЪтствующемъ выборЪф прямоугольныхъ осей координатъ 
уравнене ея можно привести къ виду 


даа -- Ву --9Е» 


. (546) 


Когда въ уравнен!и (548) одинъ изъ коэффишентовь А или В 
равенъ нулю, то это уравнене представляет параболическй циливдръ, 
а, слъдовательно, всЪ его плосюя сфчешя будутъ параболами или 
прямыми; круговыхъь сфчешй онъ имЪфть не можетъ. 

Докажемъ, что и гиперболическй параболоидъ тоже не имфетъ 
круговыхъ сфченй. 

Если мы пересфчемъ его какой-либо плоскостью, параллельной 
оси 2-овЪ, Т. ©. ПЛОСКОСТЬЮ. у = 0%. 1, то чтобы опредфлить родъ этого 
сЪченя, мы должны опредфлить родъ кривой (см. $ 836) 


{А Ву? О раб +-2 Ра 582 = 0, 


въ плоскости тг, а эта кривая парабола. 

Разсмотримъ теперь пересъчен!е нашего гиперболическаго пара- 
болоида съ плоскостями, не параллельнымъ оси 1-овъ. т. е. съ пло- 
скостями 


па с. 6%) 


Для опредфленя рода сфчешя исключаемъ изъ уравненй (546} 
и (547) координату =, тогда получимъ 


А? + ВЕ (г ут) =0. . . . (548) 


Такъ какъ для гиперболическаго параболоида АВ 0, то ура- 
внене (548) въ илосзости ту представляеть гиперболическую кривую. 

Итакъ, гиперболическй параболоидъ не можеть имЪть круговыхъ. 
сЪченй. 

Переходимъ къ разсмотрфн!о эллиптическаго параболоида- 

Въ немь -1В>0, а потому, не нарутпая общности, можемъ 
предположитъ, что 4 и В положительны. 

Если А == В, то разсматриваемый параболоидъ представляетъ па- 
раболоидъ вращеня 


АР 9) +2 Е 


и сфченя его плоскостями 2=а будутъ кругами. 


Ноложимъь теперь, что А > В, тогда уравнеше нашего параболе- 
ида можно написать въ видЪ 


Вау) - 
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или, такъ какъ по условю А-В>0и В >0, 


Вее-НРНа) + «Ид— В+: УВ} дул — в —УВ ЗЕ, = 0; 


откуда видимъ на основаши 8 338, что круговыя сФченя получатся 
при пересфчени эллиптическаго пораболоида плоскостями, параллель- 
ными. ПЛОСКОСТЯМЪ 


ИА Ь+ 


ИА-В-.ИВ=0. . (549} 


Если бы было В? А>>0, то круговыя сфчешя получились бы 
при перёсфчени нашего параболоида плоскостями, параллельными 
плоскостямъ 


вв. 


Ул =0, Ува --2 ИА = 0. 

341. Чтобы покончить съ круговыми сфченями, замфтимъ, что 
точки какой-либо поверхности 2-го порядка, въ которыхъ касатель- 
ныя плоскости къ повёрхности параллельны плоскостямь круго- 


выхъ сфченй. носятъ назване хрузовыгь точекъ, олбилика — ИЛИ омби: 
Ямкяяъныхв точекъ. 


Найдемъ координаты этихъ круговыхъ точекъ; полагая, что въ 
уразвнен!и центральной поверхности 


Ад + Вес р=0 .,... (550 
коэффищенты удовлетворяютъ соотношению 
а>в> с, 


имЪемъ, что плоскости круговыхъ сфчеЙ будуть параллельны пло- 
скостямъ (544). 


Пусть (7, и, #\} координаты какой-либо круговой точки. Каса- 
тельная плоскость въ этой точк$ имфетъ. уравнене 


Ан (х — о) + Ву (у) Т ба # — 2) = 


Такь какъ эта плоскость, по условю, параллельна, допустимъ, 
первой изъ плоскостей (544), то 


откуда 


413 


такъ какъ точка (тг, у» 21} лежитъ на поверхности. то, подставляя 
въ уравненЕ (550} эти значеШя уг и 21, найдемъ 
( АВ — 0) 


. ——] 22+ Р-== 
[аби в)" р 


откуда имфемъ 


= Уз 9-67 


а потому 


Аналогичным образомъ найдемъ еще пару омбиликъ, раз- 
сматривая точки касашя касательныхъ плоскостей, параллельныхъ 
другой плоскости (544). 

Обозначимъ черезъ (5, 1, 2) и (5, 1; 23) значеня найден. 
ныхь нами координатъ (2, у1. 8:}, взятыхъ соотвфтственно съ верхними 
и нижними знаками; такъ какъ 


ВН =0, Ш =0 В+ 0. 


то прямая, соединяющая двф круговыя точки (&, щ, и) и 
проходитъ черезъ центръ, т. е. представляетъ даметръз. 
Нетрудно показать, что этотъ даметръ сопряженъ съ первой 
изъ даметральныхь плоскостей (544). 
342. Перейдемъ къ опредфленйо круговыхь точекъ эллиптиче- 
скаго параболоида 


45 51) 


Аз? + Вр +2 = =0, 


Если (т, у, 22} координаты круговой точки, и если 4 > В, то 
касательная плоскость 


Аз, (г — т) + Ви (у) Раф =0 .. . (550 


должна быть параллельна одной изъ плоскостей (549) а потому, 
напримръ, 


откуда 


а слфдовательно, 
4 уз. — КА В 
2АВ 


414 


Другую круговую точку найдемъ изъ условйя, что касательная 
плоскость (546` параллельна плоскости 


«И ЯВ - ИВ 


Вычисленя предоставляемъ произвести самому читателю. 
Линейчатыя поверхностн 2-го порядка. 


343. Линейчатыми поверхностями называются поверхности, образо- 
ваннныя перемфщешемъ прямой въ пространств. Изъ наиболЪе про- 
стыхъ линейчатыхъ поверхностей укажемъ на коническя и цилиндри- 
ческя поверхности. Первыя изъ нихъ образованы движенемъ прямой, 
проходящей черезъ неподвижную точку, вторыя —перем$шенемъ 
прямой параллельно самой себЪ, 

344. При изслЪдован!и вида поверхностей 2‘го порядка мы нанили, 
что на однополомъ гиперболоид$ и на гиперболическомъ параболоидь 
можно начертить прямыя. Покажемъ, что на этихъ двухъ поверх- 
ностяхь лежить безчисленное множество прямыхъ и что онф пред- 
ставляють линейчатыя поверхности. 

Предварительно докажемъ слёдующую важную теорему. 

Если уравнене  махой либо полерхиости 2-й степени може 
бьзль предонавле о нь видть 


ге $655) 


эдъ а В, 
оординионь 


4. которые  мьмочаены Тй степени  отизвительно 


“ 


+ Ву Ср, В -НС р, 
рыли ву Сер, Ве А-В 6-Е Рь 


219 па соотбътетаующей поверхности лежать даь системи прямыть 
чине. 


Въ самомъ дфлф, пусть (2, у, 2) представляютъ координаты какой 
либо точки 21, удовлетворяюцця уравненямъ 


«=, 


ее... 653) 


тж й какая угодно постоянная. Подставляя въ уравненЯ (553) коорди- 
наты точки М, получимъ два тождества. Если таперь переможимъ 
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эти два тождества. то получимъ новое тождество 
ара, 


Итакъ, координаты всякой точки удовлетворяюция уравненямъ 
{553), удовлетворяють и уравнению (552). Такъ какъ уравненя {553}, 
какъ уравненя 1-й степени, представляютъ прямую, то отсюда слфдуетъ, 
что любая точка прямой {553} лежитъ на поверхности (552), сл5до- 
вательно, вся прямая’ (553) лежитъ на поверхности (562). Измфняя 2 
оть-— 9 до- 2 получимъ безчисленное множество прямыхъ, лежащихъ 
на разсматриваемой поверхности. 

Точно такнмъ же образомъ докажемъ, что на поверхности (552) 
лежать и всЪ прямыя, уравненя которыхъ 


ден 654 


тд постоянная Х можетъ принимать всевозможныя значен!я отЪ — со 
до о. 

345. Докажемъ теперь, что хаждая 33 прямыль (553) переськаеть 
хаздую из прямыгь (554). Для этого намъ достаточно показать, что 
при любыхъ значемяхь #й и / двЪ соотвЪтстенныя прямыя (553) и 
{550) лежатъ въ одной плоскости. 

Мы знаемъ. что умножая уравнения (553) на два какихъ-либо 
постоянныхь множителя и складывая ихь, мы получимв уравнене 
плоскости. проходящей чсрезь прямую (553}. Умножая второе изъ 
этихъ уравнешй на // и складывая съ первымъ, получимъ уравнеше 
плоскости, проходящей черезъ прямую (553) 


ВА ес. (655) 


Точно такъ же, умножая второе изъ уравнен!йй {554) на фи 
<кладывая съ первымъ, найдемъ уравнене н$которой плоскости, 
проходящей черезв прямую (554}. именно 


А о... 656 


Такь какъ уравнешя (555) и (556) тождественны, то отсюда 
заключаем» о справедливости нашего утвержден!я. 

346. Покажемъ теперь, что дв» прямыя одной и той же системы 
4е переськчкинел. 

Дъйствительно, возьмемъ двЪ каюя-либо прямыя одной и той 
же системы 


416. 


а=ма, в= 


.... 657) 


а м... .... 658 


тдЪ № и й», очевидно, различны между собою. 

Если эти прямыя пересЪфкаются, то координаты точки ихъ пере- 
сфчея (ть у, 20) удовлетворяють, какъ уравненямъ (557), такъ и 
уравнешямъ (558). 

Обозначимъ черезъь о®, 8%, «.©, 8, числовыя значешя много- 
членовъ а, 8, а, 81, КОГДА МЫ ВЪ НИХЪ ПОЛОЖИМЪ = у == Уна 
тогда получимъ тождества 


ав) == 1 а, 


али 
=, 


что противорфчитъь предположеню, что прямыя (557) и (558) различны. 
347. Въ частномъ случаь одинъ изъ полиномовъ о, В, а, В: 
можетъ обратиться въ постоянную. Пусть, напримёръ, полиномъ В 
обращается въ постоянную а. Уравнене поверхности (552} принимаеть 

видъ 
аа. его (65% 


По предыдущему заключаемъ, что на поверхности (559} лежать 
дв системы прямыхъ, 


ара... 66% 


#=Аа, моет. 66 


тдЪ № и К могуть принимать каюя-угодно значеня отъ — с до -}- вс- 
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. й “ 
При измнеми й плоскость 8 Е будетъ перемЫцаться параллельно 


самой себЪ, точно такъ же, какъ и плоскость х = а при измнени Ё. 
Такъ какъ прямыя (560) лежат, въ соотвЪтственныхь плоскостяхъ 


а прямыя (561) въ соотвЪфтственныхъ плоскостяхъ и = 


ва, то 


отсюда заключаемъ, что, если уриилезие поверхности 210 порядка моженеь 
быть приведено пь виду (559), то ни этой поверхности лежать деть 
системы праимыль, изъ которыгь -прямыя одной снотемы параллельны 
зылосковыи 8 =0, и прямыя пруюй париллельны плоскости з == 0. 

348. Такимъ образомъ, чтобы показать, что на какой-либо поверх- 
ности 2-го порядка лежать двф системы дЪйствительныхь прямыхъ, 
нужно попытаться представить эти уравнешя въ одной изъ формъ 
(552) или (559), гдЪ всЪ полиномы а, 3, а, В, должны имЪть дфйстви- 
тельные коэффищенты. 

Возьмемъ, напримфръ, уравнеше однополаго гиперболоида 


черт. 165, 
А. И. ИЛЕБОРСКИЙ. АНАЛИТИЧ. ГЕОМЕТРИЯ, 27. 
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или 


откуда заключаемъ, что на однополомъ гиперболоидВ лежатъ двъ 
системы прямыхъ; уравнешя первой системы таковы: 


Мы уже знаемъ. что прямыя различныхь системъ пересфкаются 
между собою, а прямыя одной и той же системы не пересвкаются. 
349. Переходимъ къ гиперболическому параболоиду 


2: 


= 


Уравнене его мы можемъ представить въ видь 


ох и) 2: 
ать ) а`ь , 
откуда на основани общей теор заключаемъ, что на разсматривае- 


мой поверхности лежатъ двЪ системы прямыхъ; уравнешя первой 
системы 


# У. 
Г + ь №, 


а уравнея второй 


ы 
Прямыя первой системы параллельны плоскости и -$ — 9, 
- хуи 
прямыя второй параллельны плоскости и +у =0. 


Легко показать, что и въ этомъ случаф прямыя одной и той же 
системы не пересфкаются; это вытекаеть изъ того, что онЪ 
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черт, 166. 


лежать въ параллельныхъ плоскостяхъ. 

Аналогичнымъ образомъ можно найти уравненя прямолинейныхь 
образующихъ цилиндра и конуса 2-го порядка. Что касается осталь- 
ныхъ поверхностей 2-го порядка, то на нихъ не лежать прямыя, въ 
чемъ можно убЪдиться изслЪдуя ихъ уравненя. 


ГЛАВА Хх! 


Образован!е нвкоторыхъ поверхностей 


350. Пусть имземъ два уравненя между координатами >, и, 2, 
заключающия еще перемённый параметръ х 


0, 244,1, =. 9) 


При всякомъ данномь зпачеши х уравненшя (562) представляютъ 
нЪкоторую кривую. Если же мы будемъ давать х всевозможныя зна- 
чешя, то уравненя (552) представять тачъ. называемое семейство 
ры, 

Исключая пзъ (562) параметръ *х, получимъ ифкоторое уравнеше 
между и; у. 2 


К (и. =0...... . (563) 

Такимъ образом видимъ, что координаты любой инки, ложещей 
на дюбой кривой нащею семейестви, удовленверяють уравненыю 4563). Но 
уравнене (563) представляеть уравнене н®которой поверхиости, а по- 
тому приходимъ къ слЪдующему заключенйо. Геометричевкимь мветомь 
крившкь кикозо-либо семейства явлнетея повергиость, уривнее которой чо- 
личные, исключая изь уравнен семейства параметрь. 

351. Обобщимъ нЪсколько этотъ процессъ образовашя поверхно- 
стей. Положимъ, что имфемъ два уравнен!я между координатами д, у, =, 
заключающя з параметровъ 2;, а, . . сай 


Геза, ан) 80, ор аиь . о) = 0. . . (664) 


Предположимъ кромЪ того, что между этими параметрами суще- 
ствуеть »—1 какихъ-либо зависимостей. 


9, (23,2... .9и) = 0, в: (д.24, .. ап) = 0, .., Фи(я9 


.. ‚ал .. : 665} 


При данныхь значеНяхъ параметровъ уравнешя (564) представля- 
ютъ опредЪленную кривую, при перемнныхь же значейяхъ парамет- 
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ров+ опия представляють сисТему- различныхь кривыхъ. Исключая изъ 
„11 уравненй (564) и {565} » параметровъ #. 2, ...4и, получимъ 
зависимость между координатами =, 4, г, 


№ (т, в. 9 есь (560 


Отсюда, какъ и въ предыдущемъ случаЪ, заключаемъ. что зеометри- 
ческимь мъетомь сивтемы кривыль (564} служить поверсность {566}, урач- 
пене вотирой получсетея путемь цсключейя париженривь изь уравненй 


352. Если бы. между н параметрами, входящими въ уравнемя 


{564} было » < н--1 зависимостей 


в: (Ян 2... ‚2м) 0, в, (2, 2), . зн) 0, , вр (2, 2. п .. (567) 


то. какъ нетрудно видфть, черезъ любую точку пространства можно 
было бы провести кривыя нашей снстемы. Дъйствительно, если (х, #, 2) 
будуть координаты какой-либо точки пространства, тд, подставляя ихъ 
вт, уравнен!я (564), получимъ для опредфленя параметровъ крив ыхъ.. 
проходящихъ черезъ эту гочку 2 уравнешя (564) и р уравнений (567) 
т. е. всего ›-2 < н-!12==1-+1. Такъ какъ число уравненй не боль- 
{ие числа параметровъ, то эти уравнешя, вообще, допускаютъ, конечное 
или безконечное число рёшен относительно 21. 2... и. Такимъ 
образомъ, черезъ любую точку пространства въ этомъ случаЪ прохо- 
дитъ конечное или безконечное число кривыхъ нашей системы. 

Если бы между п параметрами существовало зависимостей, то, 
исключая параметры сперва изъ уравнений (564) и н-1 первыхъ зави- 
симостей, мы получимъ одно уравнене, связывающее координаты 
т, у, 2; исключая же п параметровъ изъ уравнешй (564) и в—1 какихъ 
либо другихъ зависимостей, въ число которыхъ входить послЬднняя 
зависимость между параметрами, получимъ еще одно уравнеше между 
2, и. 2, Такимъ образомъ, въ разсматриваемомъ случаз координаты 


любой точки на любой кривой системы” (564} удовлетворяютъ дчимь 
уравнешямъ 


Ре, $, и 950, . о о. 668) 
другими словами, если » нераметровь связаны п завигимосилми, зно 1е0- 
моиричостьмь мьетомь иривыль нашей системы будеть кривая {568}. 

353. Замфтимь слЪдующее. Если имфемь въ пространств дв 


кривыя, уравнешя которыхъ будетъ соотвЪтственно 
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(569) 
1... 69 


фе, =50, 2 (а) = 


В (р) =0, и.) 


то эти кривыя, вообще, не пересЪкаются. Дъйствительно, чтобы найти 
точки пересфчея нащихъ кривыхъ, намъ нужно было бы рЬшить 
совмЪстно уравнен!я (569) и (570) т. е. ченыре уравненя съ тремя не- 
извЪстными, что, вообще, невозможно. 

Предположимъ. что имЪемъ нЪкоторую систему кривыхъ, урав- 
неня которой завибятъ оть л параметровъ 


Рояль. 9н} = 0, 9(а,уя, вы ва, @и) = 0. . (571) 
и нЬкоторую опредьленную кривую 


у, ==0, (о 079) 


Нетрудно видЪть, что если веь кривыя нашей системы (571) 
должны пересЪфкать кривую (572), то между параметрами эх, ®»,.. “п 
должна существовать опредЪленная зависимость. 

ДЪйствительно, для любой системы значенй нашихъ параметровъ 
должны существовать таюя значейя х, у. 2, которыя удовлетзоряютъ 
уравнешямъ (571) и (572}. Поэтому, исключая изъ этихъ четырех урав- 
ненй »ри координаты 2, у, 2, мы и получимъ нЪкоторую зависимость. 
между нашими параметрами. 

Итакъ, если всь кривыя системы (571) пересфкаютъ кривую 
{572}, то между параметрами и, “з,. . “и существуеть уравнен, ко- 
торое получимъ, исключая х, у, 2 изъ уравнешй (571) и. (572). 

354. Докажемъ теперь слЪдующую важную теорему. Если ос кри- 
выл покоторой системы кривыть, уравнемл которые (571) заключають в 
зараметровь, переськають п—1 отредьленныхь  чеподишжиыхь зривыть, 
фравнейя которыхь 


4,2) =0, чу. 2)=0, .... (573} 
1,2, г а-И 


( 
то звометрическимь метомь кривыжь чашей системы будеть иькоторая 
повертиость. Въ самомъ дЪлЪ, услове, что вс кривыя (571) пере- 
сфкаютъ одну изъ кривыхъ (573), дастъь намъ одно уравнеше между 
параметрами, а такъ какъ всф кривыя нашей системы должны пере-, 
ськать по условно я--1 данныхь кривыхъ, то мы получимъ между 
параметрами "—1 уравненй. Отсюда, на основаши теоремы, 
доказанной въ $ 351 мы и заключаемь о  вфрности выска- 
занной нами теоремы. Замфтимъь, что кривыя системы, т. е, 
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кривыя, въ уравнешя которыхъ звходять перемфнные параметры, 
носять назваше образующие кривызть, а неподвижныя кривыя, пере- 
с5каемыя всфми образующими кривыми, носятЪ назваше назраваялющихь 
хривыть. 

355. Примфнимь наши `обиця соображеня къ рЫшенио ряда 
частныхь задачъ. Найдемъ уравнене инлиндрическихь поверхностей, т. е. 
такихь поверхностей, которыя образованы движешемь прямой, 
остающейся параллельной самой себф и опирающейся постоянно на 
нЪкоторую данную кривую. Данная кривая, очевидно, представляетъ 
направляющую, а движущаяся прямая— образующаю. 

Уравненя образующихъь можемъ написать въ видь 


г а... . 674) 


и, я 


а уравнеШя направляющей въ видЪ 


Ру) (575). 


Такь какъ образующая прямая перемфщается параллельно самой 
себЪ, то въ уравневшяхь (574) величины т и я имЪють постоянныя 
значеня, аз; и а, являются перемфнными параметрами. Чтобы найти 
зависимость между этими параметрами, исключаемь г, у) 2 изъ 
уравнен1й (574) и (575); тогда получимъ зависимость между 2, иа: 


(а, = 0. сос. 610) 


Теперь, чтобы получить уравнене цилиндрической поверхности 
‘опредъляемъ <, и “» изъ (574) и вставляемъ ихъ значешя въ уравнене 
{576), тогда и получимъ уравнеше искомаго цилиндра 


в (Еф, и 4) =0....... 677) 


356. Найдемъ оуравнене хоническиль поверхностей, т. е. поверх- 
ностей образованныхь движешемъ прямой, проходящей черезь дан- 
ную точку (а, В, в) и опирающейся на данную направляющую 


Рид = оао. ... (58) 
Уравнен!е обризующей можемъ написать въ видЪ 
дб а=а, (2—6), у— Ва, (@—0),. (579) 


ГДЪ ар в, перемфнные параметры. 
Исключая т, у, г изъ уравненй (578) и (579, найдемъ зависи- 
мость между 1 и а, вида 


о (а) =... 689) 


Опредфляя 2, и а изъ уравненй (579} и подставляя въ уравнеше 
4380}. получимъ уравнене искомой конической поверхности. въ видь 


д... 68 


357. Рьшимь теперь такую задачу. Даны тры кривыя уравие- 
эт 


Ре, =) 
Гё 


0 у, = 
1, 2,3) 


0... (882 


Найти уравиете линойчатой поверхноени, образован двилеензомь 
рамой, опирающийся на эти три данныя притыя.  Обиця уравненя 
прямой можемъ написать въ вил 


ааа = 


зан, ., . . (83) 


они заключаютъ четыре параметра я, и», и. Исключая изъ урав- 
ненй (583} и уравненй каждой изъ трехъ направляющихъ (582) коор- 
динаты х, и, 2 получимъ три зависимости между параметрами 


©: (и нь) 520, о (и, и в, 


0, (чад = 0. . (584) 


Исключая теперь изъ плжн уравнений (583) и (584} четыре пара- 
метра, получимъ уравнене искомой линейчитой поверхности. 

358. Познакомимся еще съ интересными линейчатыми поверхно- 
ностями, называемыми конондими. 

ОнЪ образованы  движеншемъ прямой,  овирающейся на данную 
прямую и данную кривую и движущейся параллельно данной пло- 
скости. 

Пусть уравнешя данной прямой и данной кривой (напривляю- 
щихь) будутъ 


шие и, ур +4... .... (685) 

Е, у.) шие, :... 686) 
а уравнения данной плоскости 

ди ВУ ЕР =0 ..,..... 587) 


Пусть уравнекя образующей будутъ 


= а,. 


(с. . 688) 


ГдЪ всЪ «; перемфнные параметры. 
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Условше пересЪченя. образующей и прямой (585) будетъ 


И... (89) 


Услове параллельности образующей и плоскости (587) 
Да, + В+ 6= 0; (690 


Наконець, исключая изъ (586) и (588) координаты х, у, 2, полу- 
чимъ услоше пересЪчешя нанихъ образующихъ съ кривой (586} въ видЪ 


ш (ар, 4,6) 50... . . (591} 


Искаючая теперь 4 параметра изъ ияти уравнешй (588), (589), 
{590) и (591), найдемъ уравнеше коноидальной поверхности. 

Въ видЪ примфра разсмотримъ, слЪдующую задачу. 

Найти уравнене кономдальной поверхности, образованной двирюещемь 
рямой, скользящей по осы 2-0в% и то эллипву 


(592) 


и параллельной пловкоети ху. 
Уравнен!я образующихъ, какъ параллельныхъ плоскости фу и 
пересфкающихъ ось г2-овъ, будутъ 


у=ак ны... . 68 


Исключая в, и а, изъ (592) и (593), получимъ услоМе пересЪче- 
ня образующихь съ нашей направляющей; оно будетъ 


(69% 


Исключая теперь параметры изъ уравнен!й (593) и (594), найдемъ. 
искомое уравненше коноида 


359. Ели предположимъ, что прямая при своемъ движении остается 
параллельной нЪкоторой плоскости и въ то же время опирается на 
двЪ направляющя кривыя, то получимъ поверхность называемую ни- 
линдрондом». 
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Какъ найти ея уравнен, предоставляемъ рЪФшить читателю. 

360. Въ заключеше даднмъ выводъ общаго уравненя поверхно-, 
стей вращеня, образуемыхъ вращенемъ данной кривой около данной 
осн. 

Пусть данная кривая будетъ 


Ру) =0, уу, ... (695) 


а данная ось вращешя 


а и--й 


т в . (696) 


Предлоложимъ для простоты, что оси координатъ прямоугольны. 

Нетрудно видфть. что искомая. поверхность вращеня можеть 
быть разсматриваема, какъ образованная двнжешемъ круга, имъющаго 
пентръ па оси вращения. лежащаго въ плоскости, перпендикулярной 
къ оси врашешя и скользящаго по кривой (596). Уравненями  ука- 
запнаго круга, каст» нетрудно видЪфть. будуть уравпешя 


ту Е ааа, ее ие? . (597) 


Дъйствительно, первое изъ этихъ уравиейЙ при любомъ значеши 
параметра-2; будетъ уравнешемъ плоскости, перпендикулярной къ оси 
вращения. а второе ири произвольномъ 2; уравёемъ нара съ центром 
въ точкЪ (а, 0, е) оси вращения. 

Услове пересфченя круга (597) въ кривой (595) получныъ, 
исключая 2, у, з изъ уравненй (595} и (597); оно будетъ вида 


о о... 698) 


Исключая теперь а и“, изъ (597) и (598), получимъ уравнеше 
зовергиости вращешя около данной оси въ видЪ 


| 


Въ частномъ случаЪ, если за ось вращеня принята ось 2-овъ, 
тогда 


© Пе ни т в, Уи е-о 0. . (599) 
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Полагая здЪсь у-=0, найдемь уравнешя мерилана нашей по- 
верхности, т. е, сфчея ея плоскостью, проходящей через» ось враше- 
ня; оно будетъ 

#0, 


Частнымъ случаемъ нашей задачи будетьъ такая. 


Найти уравиеце повержноети, ‘полученной отъ аращенн около оби 
2-06% плоской кривой, ломаной въ паосковтаь т т. в, предетавлиющей ме- 
фийшиз. Пусть уравнения меридлана будуть 


0, /(х еее. 609 


Въ данномъ случа плоскости образующихъ круговъ перпендикулярны 
къ оси говъ и уравненя ихъ будуть 


а а у ар, 60 


Исключая *, и, 2 изъ уравнений (600) и (601), получимъ уравнене 


КИ ид... . 609) 


Опредёляя теперь в и “, изъ (601} и вставляя въ (602), получимъ 
искомое уравнеше поверхности вращеня 


ПИЯ, д... 609) 

Оно получается изъ второго уравневя (600} т. е. изъ уравнешя 

отнесеннаго къ осямъ х и 2, путемъ замфны = черезъ 

. Такъ, напримфръ, уравнеше гиперболоида вращеня, получен- 
ваго отъ вращешя гиперболы 


у= 


около оси з-овъ будетъ 


результатъ намъ уже извЪстный. 

Если рЪшить общее уравнеше поверхности вращашя около оси 
а т.е. уравнене (603) относительно 2, то получимъ, что 2 выразится 
черезъ 12 /? т.е. представляетъ изкотбрую функцио отъ а? + у: 


+972). 


